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Die nachstehende Sammlung von Tabellen and Formeln der 
Mathematik verdankt ihre Entstehung dem Wunsche meiner Zu- 
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Bemerkungen für den Gebrauch der Tabellen. 



1. Briggische LogarithmeD. 

Um die Mantisse des Logarithmus einer dreistelligen Zahl, z. B. 
von 457 aufzusnehen, gehe man in der Zeile 45 bis zur Colonne 7, 
man ilndet daselbst 0,6599 als Mantisse von log 457. Da die Kenn- 
ziffer TOn log 457 gleich 2 ist, so hat mau: 

log 457 = 2,6599 
Nach den Gesetzen auf Seite 76. ergiebt sich: 

log 4570 = 3,6599 
log 45700 = 4,6599 
log 45,7 s 1,6599 
log 4,57 = 0,6599 
log 0,457 == 0,6599 — 1 
log 0,0457 = 0,6599 — 2 etc. 
Die Zahl 457 ist zugleich die Anzahl der Minuten des Winkels 

70 30' -f. 7' 

Ist a eine ganze Zahl über 100 und unter 1000 und 

log (a + 1) — loga 8= (i (Tafeldifferenz), 

dann ist, wenn x kleiner als 10, der Logarithmus der vierstelligen 

Zahl 10 a 4- 3^ gegeben durch 

d 
log (10a + x) =» log lOa^X'j^ 

z. B. log2537 = 3,4031 -+- 7 < 0,00017 

= 3,4031 4- 0,00119 = 3,4043 

Die Tabelle der Proportionaltheile Seite 58 und 59 giebt unter 

der Differenz 17 in der Colonne 7 sofort üie Zahl 11,9 oder abge- 

d 
kürzt 12 Einheiten der letzten IXecimalea als Product von x • —- 

Soll zu einem gegebenen Logarithmus die Zahl auf vier Stellen 
gefunden werden, so suche man die nächst kleinere Zahl a der Ta- 
belle. Bezeichnet man die vierte noch fehlende Stelle durch a;, so 
ist, wenn y die unbekannte Zahl: 1/ =5 10a + ^ iind 

(logy — log 10a) • 10 

d 
z. B. logv = 3,2159 Man findet a = 164 und d » 0,0027 

loglOa = 3,2148 

0,0011 also x s y^ » 4, mithin 
y =zlOa -^x-^z 1644 



X 

Die Tabelle der Proportionaltheile glebt bei d ss 27 die €olonnen* 
zahl 4 als diejenige, welche der Differenz 11 entspricht. 

Ware logy s 4,2159, dann ist 
log ^- = 3,2159 und 

^ s 1644, also y =^ 16440 

Wenn logv =■ 0,2159 — 1, so ist 
log 104 ys= 3,2159 und 

10« y» 1644, also y »> 0,1644 

2. Naturliche Logarithmen. 

Soll von einer Zahl t der natürliche Loje^arlthmus bestimmt werden, 
so multiplicire oder diyidire man dieselbe mit einer solchen Potenz 
von 10, dass man eine Zahl zwischen 100 und 1000 erhalt und ver- 
fahre dann wie bei den Briggischen Logarithmen. 

(Die natürlichen Logarithmen der Potenzen von 10 stehen auf 
Seite 30.) 

Z. B. : Es sei s » 27,3$, dann ist 10 s s 273,8 
logn lOs « logn 273,8 
= 5,6095 
, 29^ 

logn lOs» 5,6124 
logn 10 » 2,3026 und dmch Subtraction 

iögnT-B 3,3098 
Es sei z =s 2895, dann ist ^ » 289,5 und 

lpgn^ = logn289,5 

= 5,6664 
17 



logn ^ =* 5,6681 



logn 10 =» 2,3026 und durch AdditioB 



logn« = 7,9707 

Wenn zu einem natüTlichen Logarithmus die Zahl gefunden wer- 
den soll, 80 addire oder subtrahire man den natürlichen Logarithmus 
einer solchen Potenz von 10, dass die zu dieser Summe oder Diffe- 
renz gehörige Zahl zwischen 100 und 1000 liegt. 

Z. B. logn« = 1,0629 

logn 10«.= 4,6052 

logn 102«= 5,6681 

10>«= 289,5 mithin 
8 = 2,895 
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XI 

3. Ganss'schd Logarithmen. 

Additton. 

Mit Hülfe dieser Tabelle kann man aus loga und log 5 ohne 
a und h zu bestimmen den log(a*4- &) finden. 

Wenn die Zahlen unter A gleich logx sind, so sind die ent- 
sprechenden Zahlen unter B, log |l -] 1 

K.l8ta + 6 = a(l+±)-a(l+-y 
Setzt man --- sas r, a ^ &, dann ist 



A BS logx a> loga — log& und B b log |1 -|- — | , also 

log(a + 6) =1 loga -|- B 

Bei der Bestimmung von B aus A verfahre man wie beim Aufschlagen 
der Briggischen Logarithmen, beachte aber, dass die Tafeldüferenzen 
negativ sind. Bei der Interpolation benutze man die Tabelle der 
Proportionaltheile . 

Z. A. loga a 2,3456 
logft ^ 1,4135 

A » loga — log6 « 0,9321 Hieraus 

B ^ 0,0480 
logg a= 2,3456 

log(a H- 5) « 2,3536lind 
a-\^h^ 247,5 

Subtraction. 

Aus loga und log 6 wird ohne Bestimmung von a und h 

log(a — 6) gefunden 
Wenn die Zahlen unter A, logx und die Zahlen unter B, logy sind, 

dann ist 1 «= 1 . 

X ' y 

a a 

Ist -T- «a X, dann ist r = y, also 

a — 

B M log y BS loga — log(a — 6), mithin 

log (a — 6) sss log o — B 

a a 

Wäre r s« X und y «s -— , so hätte man 

a — 

A es loga? sss loga — log(a — 6) und 

log(a — 6) = logo — A 

Die erste Formel für log(a — 6) wendet man an, wenn log -r~ ^ ^>3 

a 
die zweite, wenn log ^ < 0,3 ist. 





xn 

Um aus A das entsprechende B zu bestimmen, yerfahrt man wie 
beim Aufschlagen des LogarithmOB zu einer gegebenen Zahl, während 
die Bestimmung von A aus dem entsprechenden B dem Aufsuchen 
der Zahl aus einem gegebenen Logarithmus analog ist. 

Z. B. 1. loga « 2,4567 

log 6 «0,9436 

log—« 1,5131 = A 

B =» 0,0135 
log a s 2,4567 

B « 0,0135 durch Subtraction 



log(a— 6) = 2,4431 

2. logü » 2,4567 

log h « 2,2234 



log -^«0,2333 «B 





A = 0,3813 
log a = 2,4567 

A=s 0,3813 durch Subtraction 



log(a — 6) = 2,0754 

4. Die Logarithmen der slnus, cosinus etc. 

Bezeichnet a die Grade und Zehner der Minuten eines Winkels 
und ß die Einer der Minuten desselben, dann ist, wenn d der Unter- 
schied der Zahlen der Tabelle ist, welche den Winkeln a und a -\- \0' 
entsprechen : 

d 
log sinf« 4- /S) s=s log sin « -I- /J . — 

d 
log co8(« + |9) = log cos « — jSi . — 

log tg (« 4- |9) = log tg « + ^ . ~ 

d 
logcotg(a-|-/9) = logcotga — /^ • ■— 

Das Vorzeichen von d ist in den vorstehenden Formeln schon 
berücksichtigt. 

d 
Die Producte ß • jr- ergeben sich mit Hülfe der TabeUe der Pro- 

portionaliheile. 

Soll aus dem Logarithmus einer Function der Winkel x gefunden 
werden, so ist, wenn a der nächstkleinere Winkel in Graden und 
Zehnem der Minuten ist und durch /9> die Einer der Minuten be- 
zeichnet werden : x s=x a -^ ß und für die verschiedenen Functionen 



/» = 



xm 

(log sin X — log sin irt) 10 



(log cos « — log cos x) 10 

ß 

^ (log tg z — log tg «) 10 
ß^ _ 

(log cotg a — log cotg x) 10 

ß = 2 

Zur Ermittelung von ß benutze man wiederum die Tabelle der 
Proportionaltheile . 

Zur Bestimmung von log sin a, log tg er, log cotg a = — log tg a 
kleiner Winkel benutze man die unter den Tabellen stehenden Formeln. 

5. slnus, Cosinus, tangens etc. 

Lässt man in den Formeln in No. 4 das Zeichen log fort, so 
hat man die Interpolationsformeln für sinus , cosinus , tangens etc. 

6. Tabelle zur Ermittelung der hyperbolischen 

Functionen. 

Gehören zu den Winkeln ^| und tf}^ -|- 10' die Zahlen Xj und x, 
dann soll die Differenz x, — x^ durch d bezeichnet werden. Ist ^ 
ein Winkel zwischen </)| und ^^ -|- lo' und x die entsprechende Zahl 
der Tabelle, so hat man angenähert 

X = Xi + ((^ — (fj) j^ und 

Wenn (p über 75® ist, so benutze man zur Bestimmung yon 
X aus ^ und umgekehrt von r/» aus x die unter der Tabelle stehen- 
den Formeln. 

Far Winkel von Null bis 24» ist 

log X B log ^' 4- I d£ log 608 (^' — 3,5363 

Um (fi aus X zu bestimmen, setze man 

log a' CS log X -{- 3,5363, dann ist angenähert 

nodi genauer if\ aus 



log tf>' s3 log o' — \dE log cos tt\ 
log 9', a= log a' — \dE log CO« 9' 



Zahlenbeispiele. 

1. Aus tf SS 49<^ 36,3' soll x gefunden werden. 

Es ist ^j SS 490 30' und d s 0,0045, daher 
X = 0,9972 + 6,3 • 0,00045 
= 0,9972 + 0,0028 
s: 1,0000 
@in 1 « tg 49« 36,3' s= 1,1752, (5of 1 « sec 49« 36,3' «= 1,5431. 



XIV 



2. Aus X =s 0,9200 soll (f gefanden werden. 

Xi a= 0,9189 und d = 0,0042 

'-«-«■+ "-^si^ • 

= 46» 32,6' 
@m 0,92 = tg 46» 32,6' « 1,0554, (5of 0,92 = 1,4539 

3. </) = 89« 11,3' gesucht x; 
1/; = 00 48,7' 

fc = 8,8357 
logn 1/f = 3,8857 



X = 4,9500 

fin 4,95 = 70,58, (£cf 4,95 = 70,59 

4. X sss 3,45 gesucht </); 

tf> liegt zwischen 86^ 20' und $6^ 30', also 
220>i//>210, mithin 

h «B 8,8354 

X » 3,4500 

logn 1// » 5,3854 

V; = 218,2' = 3« 38,2' und 
y» =* 860 21,8' 

5. xasi 12*" gesucht yr; ' 
fc= 8,8357 

x=g 12 

logn 1/; = — 3,1643 
logn 10^1//= 9,2103 

logn 10* V^ « 6,0460 
10*1//= 422,4 
1/;;;= 0,04224 

log ©Iß 12 scr log tg y =» log COtg 1/^ a» — log tg t// 

=s 4,9106 und 
@itt 12 = 81400 

Der genaue Werth von <^m 12 ist gleich 81377,4; um denselben 
zu bestimmen muss man Tabellen, mit 6 Decimalstellen benutzen. 

6. Ohne Hülle der Tabelle für x zu ^ « 20o 11,6' den Werth 
von X 2u finden. 

200 11,6^*» 1211,6' 
log X s log 1211,6 + ^ d£: lo|; co9<y) — 3,5363 

log 1211,6 = 3,0834 
^dglogcosy « 92 

"3^0926 
3,5363 . 

logx = 0,5563 — 1 
X =s 0,36 
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7. Ohne Hölfe der Tabelle ans x es 0,3S ^ za besttmmeii. 
log« asi 0,5798— 1 
3,5363 

log a.» 3,1t 61 a « 1306' » 21o 46' 
^ (i £ log cos a s= 107 

log^)'» 3,1054 ^« 1275' « 21» 15' 
. log «"=3,1161 
i dE log cos (p.= 102 



log yj «3,1059 y,« 1276' «21« 16' 

8. Da logn tg |45 -|- -^1 der zur Breite (p gehörige Meridlonal- 

tÜeil einet Kugel v<ttQ Radius 1 ist, so kann diese Tabelle auch 
zur Gonstmction der Seekarten; so wie znr Löinng der Aufgaben 
dienen, welche beim Segeln in der Loxodromie vorkommen. 

9. Zu schärfern Rechnungen kann vian die, in meiner Samm- 
lung fünfstelliger, logarithmischer, trigonometrischer nautischer und 
astronomischer Tafeln (Universitits-Buchhandlung , Kiel 1873) ge- 
gebene fünfstellige Tabelle von logn tg |45 + -^l benutzen. 



7. Die Logarithmen der hyperbolischen Functionen. 

1. Bezeichnet man: 

_J_ « i^SOO; _ 3437 75f durch fc, so ist auf fünf 
arc 1' TT 

Dezimalen genau: 
log @itt 1// Ä 2 log 1// — log sin k ip, von i/; = bis V^ = 0,17. 

2. log (£of V' "=^ — log cos kij/ SS log sec ktf;, von y "^^^ ^ ^^^ 
if/ s= 0,08 

log 3^0 V' « 2 log 1// — log tg fc V^. 

3. Wenn h < 0,01, so ist von i/f s 0,16 an: 

, /^. /- . . r^ , /«• . . 0,43429 k 

log @tn (i// + Ä) « log @ui V/ 4- x^rp^of^h ^"^^ ^^^^ 

log @tn (i// 4- Ä) — log ©in i;^ fa^A gesetzt wird : 

** 0,43429 -- 0,5 A 

4. Wenn wiederum ä<;0,01, so ist von ip = 0,08 an: 

log (5of (i/; -f Ä) « log (5of 1// + 0,43429 ä £9 i//, und 

^ 2,30259 A 

Ä =s -^5; , wenn 

log (Jof (i/; -f • Ä) — log (£of 1/; « A. 

Wenn in 3 und 4, 1/; + A s 0,6593 ist, so ist h « 0,0093 
zu setzen. 



xn 

5. Von 1// SB 1 an y ist angenähert , wenn A << 1 und 

log @tn (i// + 0,01) — log ©in i/^ «= Z) gesetzt wird : 

log @in (i// H- Ä) = log @in i// + AZ) und 

. log ©in (V^ 4- Ä) — log €Jm i/^ 

Wenn i/; -f ft s= 1,4567, so ist h » 0,67 zu setzen. 

6. Die Formeln für log (Jof (i// + h) und log Xg (t/'-f- ä) er- 
geben sich ans der vorstehenden Formel , wenn man In derselben 
@tn mit (Sof resp. Xg vertauscht. 

Die Resultate werden für log @in und log Cef um so genauer, 
je grösser i// wird. 

7. Für Vi SS 6 ist auf fünf SteUen @in i^ » Cof V^ und Z%%p ^ l. 
Ist V' grösser als 6, so benutze man zur Bestimmung von ®in tff 
die Formel: 

(Sin 1// = 2 @m -|- (Bof -^ . . 

Für ^ s 6 ergiebt sich hieraus <Sin 12 s 81377, wahrend der 

genaue Werth 81377,4 ist. 

Man kann auch , da : 
^in (6 + M «= (S^lnO (Sofft + (Scf 6 ^tnh tnd wegen @ttt 6 =: de] & 
ein (6 + ä) = @in 6 ((5of ä 4- @in h) oder 
(gin (6 4- Aj =* «* @in 6 setzen. Hieraus : 

log «Sin (6 + Ä) s= Mog « -f log @in 6 

s=r 0,4342945 A + log ein 6 und 
h « 2,3025851 (log @in (6 + A) — log ©in 6). 

Eine Tabelle für log ein i// von i// ss bis V' "= 2,399 von 
Tausendtel zu Tausendtel enthält meine Abhandlung: Bestimmung 
der Form und Starke gewölbter Bogen mit Hülfe der hyperbolischen 
Functionen. (Ernst und Korn. Berlin 1854.) 

8. Die hyperbolischen Sinus und Cosinus. 

1. Für Werthe i// < 0^,01 ist auf 5 Dezimalen ein i/; » i// und 
(|[of 1// SB 1 , daher auch, wenn h sehr klein : 

ein (i// + Ä) = ein 1// + A (£of v ^md 
(£of (i// 4- Ä) = (Sof V + Ä ein t//. 

2. Diese Tabelle kann auch zur Bestimmung von 

e^ und «*"^ dienen, da: 

eV = (Eof 1/; -f ein V ^^^ 
e-V» -. (50J ,^ _ (gtji ,^ igt. 

Ferner: eV'+A ä «V» «A und, wenn A sehr Wein und t// nicht 
sehr gross, ist angenähert: 

eV'+A-= eV_|- ÄeV. 
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. ,d. . Tabelle d>et tic«htwinkUg0ii DreieckCL 

Diese Tabelle enthält die Katheten aller rechtwinkligen Dreiecke, 
deren Winkel, in Graden, ganze Zahlen sind tind zwar ^tr die 
Hypotenusen von 1 bis 10. Für grossere, Hypotienusea lassen sich 
die Katheten in folgende^ Weise bestimmen : ^ 

Ist e = 348, a s= 35<* so hat man: 

Für e = 300 a » 172,07 

„= 40 „= 22,94 

» "^ S . ..» == 4,59 
c-3«i<tM^''^= 199,6 

. .^0, ' Tabelle, .v,^^Seitie 34 bis 54. 

In der zweiten Colonne steilen die Umfange aller Kreise ypm 
Durchmesser 1 bis lOÖÖ, also alle Vielfachen von tt von 1 bis lÖOO. 

Diede Tabelle kann auch ' zur Bes^m'mung von a n und — be- 

n 

nutzt werden; 'wenn' d' eind^ beliebige -ZAhl !4t. '^ 

Soll 42i678 n bestimmt werden,, so hat man: '\ . 

45600 n = 14315^7 : • I ' V. 

•.,4- » I ^5678 71 => ^[43502. . - . -- \ \ 

•'•^Öoll ?i- bör^chtiet' werden,' so' su^^e toatt*-da^"der''Äahr 248 

nächste Vielfache von n , man findet dadurch als nächsten . Quo- 
tiehten 78^ J)er.Rest 2^8 •^. 245,0|42,^ 2,9558 gi^ht ,weni^ das 
Komma um drei Stellen nach rechts gerückt wird, als nächstes 

* 

248 

Vielfaches von n die Zahl 941 , also ist c:^ f 8),^41. .^ . 

TT«» 

I ^Di^ dflttd-Golonn^ giebt d|f InbiUtefaUer. «preise vom Durch- 
messer i bis 100(K. Ist der Durchmesser grösser als f OOO, so rechne 
tean lia^h aüer Föfmel t^ tt' mit H^f^ der ' s(^ei«eA >G6l<mttew ''^ 

Die^ beiden letiiten Colorilien' igieljeii ii^' Quadruft . ulad • Oubik- 
>pnifzeln aller Zalilen von 1 bis lOOÖ. Hat tnaii aus ^ss^rh 
Zahlen die zweite oder dritte Wurzel zu suchen, so findet man 
die drei ersten Stellen a dieser Wurzeln aus den Colonnen d' 
resp. d', die folgenden drei oder vier Stellen ergeben sich durch 
eine abgekürzte Division nach den Formeln: 

&: 3 



■J/a« + 6 = a + und ya> 4- 6 = a -f 



2a 4- Jc ^ a* 4- ox 



a* resp. a' sind die Qaadrate resp. Guben, welche nächst kleiner 
als die Badikaoden sind, « bozeibhaen' die angenäherten Werthe 

t • • h,;^,. . . . ' 

von s— r6sp. — r- . 

11. Zur Interpolation bei (Jen .andern Tabellen 'benutze man die 
im Abschnitte Interpolation gegebenen Formeln. 






A. Um aus der Gleichung: ^ I 

a sin X -f- h cbs x ss^ e, den Winkb! 'x zu bestimmen, 

aetzQ man: tg/T *== — > alsdann is^ ,' ' ' 

sinfa: -I- tfj as —. co«g). 

B. Den Formeln .auf ^?<e 1^6. kann, man no ^^zufugen., 

j f — -a» -^ logn ^—^ ■ ' > — ■■ ^" =^ • 

Jx>/« + /»JC + &aJ* r*^. ; , -. * 

dx . • 1 . . • . , /Jx — 2 es 

s= — — arcsm 






Cfi^ui.den Fonneln 6 und 7 fuf. 3eite 174 .i^nd'^lYö eigiebt 
sich noch: ^ 


D. Dis iaU^am^iBB DifTerendiüigleiohung in B auf Sto^e. 179 iMst 



»ich für Np. 4. auch, in folgenjier Form schreiben. 






; I 



Tabellen 



zur reinen MathematüE. 



•^"-^■»«»T- 



1 



Brlggiicbe Logarithmen. 



o- 




_« 


JS' 




ODOO 

JOIO 


30 
40 


3 


s^; 


i» 


S 


6990 




6 


7781 


'^ 


8 


84S1 

9031 


30 


9 


9541 








so 




0414 






079» 


" 


ij 


VJS 


i° 


Ü 


1761 


40 


1041 


so 




»304 


0' 


18 


»SSS 


Z 


» 


178I 

3010 


30 




JMl 


so 


»J 


1^ 




>4 


j8oi 




»5 


3979 




26 


4150 


jo 


*I 


43'4 


40 
SO 


19 


»a 




JO 


4771 


u 


J« 


4914 

josi 


30 


33 


5.8S 


40 


34 


S3'S 


so 


IS 


544' 




36 


SSÖJ 




37 


1682 




38 


S798 


30 


39 


59" 


40 


40 


6o«i 


SO 


41 


6118 


C 


4* 


6231 




43 


&3JS 




*t 


64JS 


jo 


■»l 


6j3i 


40 


4« 


66x8 


SO 


47 


6721 


0- 


48 


6811 


10' 


49 


6902 



4487 
4639 



sa 



3979 4'|o 

65 }2 6628 
7404 7482 
B129 R195 



[614 1644 
'903 '93: 



31»4 3345 
35" 3541 
37" 3729 
3R91.J909 



t 7709 
; 83S8 
[ 8976 



o»94jo334 
0681 0719 
.018 1072 
»367 1399 
1673 I '703 
>9S9 '987 
212712153 
2480 ' 2504 
2718 274; 
»945 »901 



[ 4298 
J 445* 
t 4609 

' 4757 



) S3'» 

' 5428 

7 5539 5551 

- -^-t 5670 



6314 

5 64'5 



, 4i8 

6794 6803 
6884)6893 
6972] 6981 



Brigglicbe Logutthm«», 



N«tüTlicbe Logarithmea. 



N4ttlihcbe LogtrithneD. 



6,11,6 


6,1166 


>144 


ij64 


ISJ! 


»SU 


%n 


»74« 


»9!4 


JO» 




£3 


»97 


=» 


jto. 


tiB 


J969 


J9B6 


4Ili 


41J1 


4197 


43'J 


4T70 


ii 


49» 


Si 


JMI 


S»l8 


SJ67 


!i». 


S791 


1 



J«J5 J«S«i 

4*=3' 40'9i 

416; 41S4, 

4JI9' 4345' 



49SJ, 49«»i 49*3 



6aoi| 61141 6iif 

6J46I 6ij9 

64771 649^ 

6606 65i( 

6733 *74t 



6464J 



Stii 



*jn| |3i^ 

6^ii 6li4 

67sB[ '- ■ 

6884! ' 



7m6; 713» 
7346 7JS8 

7464 7476 



77J1 »78J 



8t67; t 
Rl76g i 
83841 f 



»34j «51 167» 2691 

iSij 1841' 1860 1879 

JtxA . ]o*6 )044 3063 

J««i| J»ol' 3«»' 3*44 

33611 ]}«6: 1404 34»! 

J!44 35611 3571 3596 

1716 37131 J7J0i 3767 

J896| ]fo9| 3919 J936 

40s»' 4069; 408s, 410» 

4»i6 4xni 4149; 426s 

4378' 4394I 4400' 441; 

4Sl6. 4!S»i 41*8: 4S83, 

469$ 4708] 47tj: 47J9 

4S46I 4g6i 4877 489z. 

49981 5013 S<»8 - ■ 

S'47 516»' S"77 

5>94' 13=9 531J 

5439, 5453 S4«8 

ii8»i 5596 i 5610 



5338: 

J4S1. 



STaj 5717 

• r 



8079 



g^CS! B4!( 



8309 
B4I6 



'IS! 



69J4 
69f8 



7534 7546 7558 

7«!0' 700» 7671 

77&S' 7776 7^88 

7a78t 78901 7901 

799', 8'^'j 801J 

gtoi 811 



833= 
84=7! 8437 
Bjm; 8533: 8544 1 
»171 8618: 8638I 8648: 
87111 8173t. 8741^ 8751 1 
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Gaassische Logarithmen. 











- 






Addition 






A 


B 







1 


2 


3 


.4 


5 


6 


7 


8 


9 


0,0 


0,3010 


2961 


291 1 


2863 


2815 


2767 


2721 


2674 


2629 


2584 


0,1 


2539 


2495 

2086 


2452 


2409 


2366 


2325 


2284 


2243 


2203 


2163 


0,2 


2124 


2048 


201 1 


1974 


1938 


1902 


1867 


1832 


1798 


0.3 


1764 


1731 


1699 


1666 


X635 


1604 


1573 


«543 
1267 


1513 


1484 


0,4 


X45S 


1427 


139? 


1372 


1345 


1319 


1293 


1242 


1218 


^'5 


"93 


II69 


1146 


1123 


IIOI 


1078 


1057 


1035 


1014 


0993 


0,6 


0973 


0953 


0934 


0915 


0896 


0877 


<^59 


0841 


0824 


0807 


0,7 


0790 


0774 


0757 


0742 


0726 


0711 


0696 


0681 


0667 


0653 
0526 


0,8 


0639 


0625 


06 12 


0599 


0586 


0574 


0562 


0550 


0538 


OS 


0515 


0504 


0495 


0482 


0472 


0462 


0452 


0442 


0432 


0423 


IrO 


0414 


0405 


0396 


0387 


0379 


0371 


0363 


0355 


0347 


0339 


Ifl 


03|2 


0325 


0318 


031 1 


0304 


0297 


0291 


0284 


0278 


0272 


I,a 


0266 


0260 


0254 


0248 


0243 


0238 


0232 


0227 


0222 


0217 


1,3 


0212 


0208 


0203 


0199 


0194 


0190 


0186 


0181 


0177 


0173 


M 


0170 


0166 


0162 


0158 


0155 


0151 


0148 


0145 


0141 


0138 


^'5 


0135 


0132 


0129 


0126 


0123 


0121 


61 18 


0115 


0113 


OIIO 


1,6 


0108 


0105 


0103 


OIOI 


0098 


0096 


0094 


0092 


0090 


0088 


1,7 


0086 


0084 


0082 


0080 


0078 


0077 


0075 


0073 
Ö058 


0071 


0070 


1,8 


oc68 


0067 


0065 


0064 


0062 


0061 


0060 


0057 


0056 


1,9 


0054 


0053 


0052 


0051 


0050 


0048 


0047 


Ö046 


0045 


0044 


2> 


0043 


0042 


0041 


0040 


0039 


0039 


0038 


0037 


0036 


0035 


2,1 


G034 


0034 


0033 
0026 


0032 


0031 


0031 


0030 


0029 


0029 


0028 


2,2 


0027 


0027 


0025 


0025 


0024 


0024 


0023 
ooi8 


0023 


0022 


2,3 


0022 


0021 


0021 


0020 


0020 


0019 


0019 


0018 


0018 


24 


0017 


0017 


6016 


0016 


0016 


0015 


0015 


0Ö15 


0014 


0014 


*'l 


0014 


001 j 


ÖOI3 


0013 


0013 


0012 


0012 


0012 


OOII 


OOII 


2,6 


OOII 


OOII 


0010 


0010 


0010 


0010 


0009 


0009 


0009 


0009 


"2,7 


0Ö09 


0008 


0008 


0008 


0008 


0008 


0008 


0007 


0007 


0007 


2,8 


OD07 


0007 


0007 


0006 


0006 


0006 


0006 


0006 


0006 


0006 


2,9 


0005 


0005 


0005 


0005 


0005^ 


OOOf 


0005 


0005 


0005 


0004 


3, 


0004 


0003 


oqp3 


0002 


0002 


0001 


OQOI 


0001 


0001 


0001 





— ^-'' ^ — - - - ■■ - . — ' — • ' — = — -» — - - - 

Subtraction 


A 


B 




Ö 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


0,30 iO,302I 


3011 


3001 


2991 


2981 


2971 


2961 


2951 


2942 


2932 


o,3« 


2922 


2913 


2903 


2894 


2884 


2875 


2866 


2856 


2847 


2838 


0,3* 


2829 1 2819 


2810 


2801 


2792 


2783 


2774 


2765 


2756 


274Ä 
2661 


0,33 


2739 


2730 


2721 


2713 
2628 


2704 


2695 


2687 


2678 


2670 


0,34 


2653 


1644 
2562 


263^ 


2619 


2611 


2603 


2595 


2586 


2578 


<^'35 


2570 


2554 
2476 


254Ö 
2468 


2538 
2460 


2530 


2522,' 


25x5 


2507 


2499 


o,3<> 


2491 


2483 


2378 


2445 


2438 
23M 


2430 


2423 


0,37 


2415 1 2408 


2400 


2393 


2386 


2371 


2357 


2350 


0,38 


2342; 2335 


2328 


2321 


2314 
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OJ06 


76 


H 


0314 


03»! 


0329 


0137 


0345 


0353 


75 


J5 . 


03s 3 


0361 


0369 


0377 


03^6 


<&394 


0403 


74 


i6 


<i403 


0412 


Q421 


04^9 


0439 


0448 


0457 


73 


17 


'«457 ' 


Q466 


0476 


Q4B5 


0495 


0555 


0515 


7* 


l8 
«9 


.QSI5 
0576 


05*5 
0587 


0535 
0598 


OQOo 


o«5 
a&i9 


Z 


0576 
0^ 


70 


ao 


0642 


0653 


0Ä6s 


0676 


0688 


' o7«o 


0711 


^ 


»I 


0711 


o7»3 


0736 


0748 


0760 


07f3 


0785 


68 


tt 


0785 


0798 


0811 


0824 


. 0837 


•0850 


0864 


67 


•3 


08Ü 
094^ 


0877 


0E91 


0904 


0918 


0932 


0946 


66 


>4 


0961 


0975 


0989 


1004 


1019 


IOJ4 


!^ 


*? 




,049 


1064 


1079 


»095 


nso 


1196 


64 


te 


1142 


1158 


"74 


"90 


I2Ä7 


I2'93 
1326 


63 


tf 


1316 


1240 


iaS7 
1301 


U74 


1291 


1308 


62 


28 


1143 


1379 


»397 


1415 
r528 


1434 


6j 


•9 


1434 


«45» 


1471 


1490 


TS09 


»547 


6& 


K 


if^6 


1566 


1586 


1606 


1626 


x^6 


1666 


?2 


Si 


1687 


1707 


1728 


1749 


1770 


179* 


5« 


s* 


179* 


i8n 
1946 


1835 
1969 


1857 


X879 


1901 


1924 


5 


$3 


1924 


1992 


«015 


?039 


2062 


sß 


34 


2062 


2086 


2110 


ziu. 


2158 


2183 


2208 


» 


5| 


2208 


1M3 


»»58 


2^83 


Ä309 


»335 


2361 


5* 


36 


2)6l 


«387 


2413 


2440 


2467 


Sit 


*521 

2690 


53 


37 


25»! 


»549 


»5.77 


2605 


«633 


5* 


3« 


2690 


2719 


»748 


*778 


2807 


*837 


2868 


5»' 


39 


2868 


2898 


2929 


.t$6o 


«991 


3022 


3<^4 


5« 


40 


3054 


3fl>86 


.3118 


3151 


^li 


3*17 


3«50 


^ 


4« 


3*50 


3*84 


3318 


335* 


3386 


3863 


3073 


48 


4a 


3456 

3673 


349* 


35*7 


3786 


3600 


4? 


43 


37" 


3748 


J824 


3902 


46 


44 


39« 


3941 


3980 


4020 


4061 


4101 


1,4142 


45 




6Qf 


. 50» 


40^ 


30/ 


20' 


10' 


0' 


Grad 


' 








GiOfleeanfl 


L 







n 



Orad 








Cosecans 










0' 


10' 


20' 


30' 


40' 


50' 


60' 




o 


•0 


343>775 


171,888 


"4^593 


85,946 
34,3823 


68,757 


57,2987 


89 


I 


57,2987 


49,1141 


42,9757 


38,2016 


31,2576 


28,6537 


88 


2 


*8,6537 


264505 


24,5621 


22,9256 


2i49}7 


20,2303 


19,107} 
14,3356 


87 


3 


19,1073 
14,3356 


18,1026 


17,1984 


16,3804 


15^368 


"4'9579 


86 


4 


13,7631 


13,2347 


12,7455 


12,2913 


11,8684 


rMl 


85 


5 


"'4737 


11,104^ 


10,7585 
9,0652 


104334 


10,1275 


9,8391 
84047 


84 


6 


9,5668 


9,3092 


8,8j37 
7,6613 


8,6138 


8,2055 


83 


7 


8,ao55 


8,0156 


7,8344 


7,4957 
6,6363 


7,337* 


7,1853 


82 


8 


7,1853 


7,0396 


6,8998 


6,7655 


6,5121 


6,3925 


81 


9 


6,3925 


6,2772 


6,1661 


6,0589 


5,9554 


5,8554 


5,7588 


80 


lO 


5,758« 


5,665} 
5,1636 


5,5749 


5,4874 


54026 


5,3205 


5,2408 


79 


II 


5,2408 


5,0886 


5,0159 


4,9452 
4,5604 


4,8765 


4,8097 


78 


12 


4,8097 


4,7448 


4,6817 


4,6202 


4,5022 


4,4454 


77 


»3 


4,4454 
4,1336 
3,86w 
3,6280 


4,3901 


4r3362 


4,2837 


4,2324 


4,1824 


4,1336 


76 


H 


4r0859 


4,0394 
3,7817 


3,9939 


3,9495 


3,?q6i 


3,8637 


75 


15 


3,8222 


3,7420 


3,70}2 
3,4867 


3,6652 


3,6280 


74 


i6 


3,5915 


3,5559 


3,5209 


3,4532 


3,4203 


73 


17 


3,4103 


3.3881 


3,3565 


3,3255 


3,4951 


3,2653 


3,2361 


72 


i8 


3,2361 


3,2074 


3,1792 


3,1515 


3,1244 


3,0977 


3,0716 


71 


19 


3,0716 


3,0458 


3,0206 


2,9957 


2,9713 


2,9474 


2,9238 


70 


20 


2,9238 


2,9006 


2,8779 
2,7488 


2,8555 


2,8334 


2,8117 


2,7904 


f? 


21 


4,7904 


2,7695 


2,7285 


2,7085 


2,6888 


2,6695 


68 


22 


2,6695 


2,6504 


2,6316 


2,6131 


2,5949 


2,5770 


2,5593 
24586 


67 


«3 


i,5593 
2,4586 


2,5419 


2,5247 
24269 


2,5078 


24912 


24748 


66 


»4 


24426 


24114 


2,3961 


2,3811 


2,3662 


^J 


*l 


2,3662 


2,3515 

2,2677 


2,3371 


2,3228 


2,3088 


2,2949 


2,2812 


^ 


26 


2,2812 


2,2543 


2,2412 
2,1657 


2,2282 


2,2153 


2,2027 


^5 


27 


2,2027 


2,1902 


2,1779 


2,1537 


271418 


2,I}OI 
2,0627 


62 


28 


2,I|OI 

2,0627 


2,1185 


2,1070 


2,0957 


2,0846 


2,0736 


61 


29 


2,0519 


2,0413 


2,0308 


2,0004 


2,0101 


2,0000 


60 


30 


2,0000 


1,9900 


1,9801 


1,9703 


1,9606 


1,9511 


"'SJ^^ 


^2 


31 


1,9416 


1,9323 


1,9230 


1,9139 


1,9048 


1,8959 


8871 


58 


3» 


8871 


8783 


8697 


8612 


8527 


8443 


8361 

7883 


57 


33 


8361 


8279 


8198 


8118 


8039 
7581 


7960 


56 


34 


7883 


7806 


7730 


7655 


7507 


7434 


55 


35 


7434 


7362 


7291 


7221 


7151 


7081 


701} 
6616 


54 


36 


7013 
6616 


6945 


6878 


6812 


6746 
6365 


6681 


53 


37 


6553 


6489 


6427 


594? 


6243 


52 


38 


^43 


6183 


6123 


6064 


600c 
5666 


5890 


51 


39 


5890 


5833 


5777 


5721 


5611 


5557 


50 


40 


5557 


5504 


5450 


5398 


5345 


5294 


5*43 


4§ 


4» 


5243 


5192 


5141 


5092 


5042 


4993 


fi 


48 


42 


4945 


4897 


4849 


4802 


4755 


4709 


47 


43 


4661 
4396 


4617 


4572 


4527 


4483 


4439 
418L 


46 


^^ 


« 435» 


4310 


4A67 


422? 


4142 


J^ 




60' 


50' 


40' 1 


ao' 


20' 


loH 


0' 




- 








Seeana 








Grad 
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/"*_> J 






Aieus 








ixrad 


0' 


10' 


20' 


SO' 


40' 


50' 


o 


0,0000 


0,0029 


0,0058 


o,oo«7 


0,0116 


0,0145 


I 


OI7S 


0204 


0233 


0262 


0291 


0320 


2 


0349 


0378 


6407 


0456 


0465 


0495 


3 


0524 


0553 


0582 


0611 


0640 


0669 


4 


0698 


0727 


0756 


0785 


0814 


0844 


5 


0873 


0902 


093» 


0960 


0989 


1018 


6 


1047 


1076 


1105 


1134 


1164 


"93 


7 


1222 


1251 


1280 


1509 


1338 


1367 


8 


1396 


1425 


1454 


1484 


'11^ 


1542 


9 


I57I 


1600 


1629 


1658 


1687 


17 »6 


lO 


1745 


1774 


1804 


1833 


1862 


1891 


II 


1920 


1949 


197« 


2007 


2036 


2065 


12 


2094 


2123 


2153 


2182 


' ^2211 


2240 


13 


2269 


2298 


2527 


2356 


2385 


2414 


' 14 


im 


- »473 


2502 


2531 


2560 


2589 


IS 


2647 


2677 


2705 


■2734 


2763 


i6 


2793 


2822 


2^51 


2880 


2909 


2938 


17 


2967 


29^ 


30«5 


3054 


3083 


3"3 


i8 


3144 


3171 


3200 


3229 


3258 


3287 


19 


3316 


3345 


3374 


3403 


3432 


34^ 


20 


Ws 


3520 


3549 


3578 


3607 


3636 


21 


3694 


3723 


3752 


3782 


3811 


22 


3840 


3869 


3898 


3927 ■ 


3956 


39«5 


^3 


4014 


• 4045 


4072 


4102 


41 31 


4160 


24 


4189 


4218 


4247 


4276 


4305 


4334 


*S 


4363 


4392 


4421 


4451 


4480 


^1? 


26 


4538 


4567 


4596 


^25 


4654 


4683 


■ 27 


4712 


4741 


4771 


.4JB00 ^ 


4829. 


4858 


28 


4887 


4916 


4945 


4974 


5003 


5032 


29 


5061 


5091 


5120 


5«49 


. 5178 


5207 


30 


5*J6 


5»^ 


5294 


5323 
5498 


5352 


- 5381 


31 


54" 


S440 
5014 


5469 


5527 


5556 


32 


5585 


5643 


5672 


5701 


5730 


33 


5760 


5789 


5818 


5847 


5876 


|995 


34 


5934 


59^3 


5992 


6021 


6050 


6080 


35 


6109 


6138 


6167 


-6196 


6225 


6254 


36 


62«3 


6312 


^341 


6370 


6400 


6429 


37 


64s« 


6487 


6516 


6545 


6574 


6603 


3« 


663a 


6661 


6690 


6720 


6749 


6778 


.39 


6807 


6836 


6865 


-6894 


6923 


6952 


40 


6981 


7010 


7©39 


7069 1 


7098 


7127 


41 


7156 


7185 


7214 


7243 


7272 


730; 


42 


7330 


7359 


7389 


7418 


7447 


747^ 
7650 


43 


7505 


7534 


7563 


7592 


7621 


44. 


7679 


^22^ 


7738 


7767 


7796 


7825. 


45 


7854 

'■■ ■ *■ ■ 


7883 


79x2 


7941 


7970 


7999 



arc 1000 = 1,7453; arc 200« « 3,4907; arc 3000 = 5,2359 
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Grad 


Azeua. 


0'-. 


-10' 


20' 


30' 


40' 


50' 


46 


0,8029 


0,8058 


0,8087 


0,8116 


0,8145 


0,8174 


47 


8203 
8378 
855» 


8232 


8261 


8290 


8319 


8348 


48 
49 


8581 


U\t 


8465. 
8639 


1^ 


8^8 


50 


87*7 


8756 


8785 


8814 


884J 
9018 


887» 


5^ 


8901 


8930 


8959 


. 8988 


9047 


5* 


9076 


9105 


9134 


9163 
9338 


9192 
9367 


9221 


53 


9250 


9279 


. 9308 


9396 


^4 


94»5 


9454 


9483 


9512 


9541 


9S70 


55 


9599 


96t8 


9657 


9687 


9716 


9745 


56 


9774 
0,9948 


98P3 


0,9832 


o,986j 


0,9890 
1,0065 


0,9919 


^2 


0^77 


1,0007 


1,0036 


1.0994 


58 


1,0123 


1^152 


0181 


0210 


0239 


0268 


61 


0297 

047» 
0647 


0326 
0501 
0676 


0356 

0530 
QTps 


0385 
0559 
0734 , 


0588 

0763 


0443 
0617 
0792 


$z 


0821 


0850 


c»879 


0908 


0937 


0966 


f5 


0996 


1025 


1054 


1083 


IX12 


1141 


^ 


1170 


"99 


1228 


i»57 


1286 


1316 


Jl 


«345 


1374 


'403 


143» 


1461 
1636 


!^ 


66 


1519 

1694 


«54« 


1577 


1606 


67 


I7»3 


175» 


1781 


1810 


1839 


68 


1868 


1897 


I9»6 


1955 


1985 


2014 


69 


2043 


«07» 


axoi 


2130 


»159 


2188 


70 


. 2217 


»24^ 


2275 


2305 


»334 
2508 
2683 


»363 


71 
71 


«5^6 


24x1 
»595 


»450 

2625 


»479 
2654 


»537 
2712 


73 


274« 


vryo 


»799 


2828 


»857 


2886 


74 


«915 


»945 


• 2974 


300J 


305» 


3061 


75 


3090 


3119 


3148 


3177 


3206 


3»35 


76 


3265 


3»94 


33»3 


335» 


3381 


3410 


77 


3439 


3468 


3497 
367» 


3526 


3555 


3584 


78 


^Hi 


3643 


3701 


3730 


8759 


Z^ 


3788 


3817 


3846 


3875 


3904 


8934 


So 


39^3 


l^ 


4021 


4050 


4079 


4108 


ti 


4137 


4195 


4»»4 


4»54 


4283 


t2 


4315 


434« 


4370 


4399 


44»8 
4603 


4457 


!3 


44t6 - 


45 «5 


4544 


4573 
4748 


4632 


«4 


4661 


4690 


47»9 


4777 


4806 


II 


4835 


4864 


& 


49»3 


495» 


498t 


86 

A 


5010 


5039 


5097 


5i»6 


$^55 


87 


5184 


5*13 
5388 


5*43 


5»7» 


5301 


5330 


88 


5359 


5417 


5446 
SOZI 


5475 


5504 


89 


5533 


5563 


55?» 


5650 


5679 


90 


5708 


5737 


5766 


5795 


5824 


5853 



arc 1800 = 3,1416; arc 270© » 4,7124j arc 3600 » 6,2832. 



2* 



20 Tabelle zur Ermittelung der hyperbolischen Functionen. 







logn tg. 145 4- -^l 








Grad" 






\ 


4 


^ / 




1^' 






0' 


10' 


2Ü' 


30' 


40' 


50' 


k . 





0,0000 


0,0029 


0,0058 


0,0087 


0,0116 


0,014s 





8,8357 


I 


0175 


0204 


0233 


0262 


0291 


0320 


IG 


8357 


z 


0349 


0378 


0407 


0436 


0466 


0495 


20 


8357 


3 


0524 


0553 


0582 


0611 


0640 


0670 


30 


8357 


1 4 


0699 


0728 


0757 


0786 


0815 


0845 


40 


8357 


• 1 


0874 


0903 


0932 


0961 


0991 


1020 


IS 


8357 


; 6 


1049 


1078 


1108 


"37 


1166 


"95 


8357 


7 


1225 


"54 


1283 


1313 


1342 


1371 


70 


8357 


8 


1461 


1430 
1607 


1460 


1489 


1518 


1548 


80 


8357 


9 


1577 


1636 


1666 


1695 


17*5 


90 


8357 


10 


1754 


1784 


1813 


1843 


1873 


1902 


100 


8357 


11 


1932 


1961 


1991 


2021 


2050 


2080 


HO 


8357 


12 


2iro 


2140 


2169 


2199 


2229 
2408 


2259 


120 


8356 


13 ■ 


2289 


2319 


2348 


2378 


2438 
2618 


130 


8356 


»4 


2468 


2498 


2528 


2558 


2588 


140 


8355 


15 


2648 


2679 


2709 


2739 


2769 


2799 


150 


«355 


te 


2Ä30 


2860 


2890 


2920 


2951 


2981 


160 


«355 


17 


3012 


304*: 


3072 


aio3 


3133 


3164 


170 


«355 


lg 


3195 


3"5 


3256 


3286 


3317 


3348 


180 


«354 


19 


3379 


3409 


3440 


3471 


3502 


3533 


190 


8354 


20 


3564 


3595 


3626 


3657 


3688 


3719 


200 


8354 


21 


3750 


3781 


3813 


3844 


3875 


3906 


210 


8354 


«2 


393« 


3969 


4001 


4032 


4064 


4095 


220 


8354 


23 


4127 


4158 


4190 


4222 


4253 


4285 


230 


8354 


24 


4317 


4349 


4381 


4413 


4257 


4477 
4670 


240 


8353 


»5 


4509 


4541 


4573 


4605 


2|0 
260 


8353 


26 


4702 


4735 


4767 


4799 


4832 


4865 


8353 


27 


4897, 


4930 


4963 


4995 


502« 


5061 


270 


8352 


28 


5094 


5127 


5160 


5193 


5226 


52|9 


280 


8352 


29 


5293 


5326 


5359 


5393 


5426 


5460 


»90 


8351 


30 


l^' 


55»7 


5560 


5594 


5628 


5fff 


300 


8351 


3» 


5730 


5764 


5798 


5832 


5866 


310 


8350 


3* 


5900 


5935 


5969 


6004 


6038 


6073 


320 


8350 


33 


6107 


614;^ 


6177 


6212 


6247 


6282 


330 


8350 


34 


6317 


6352 


6387 


6422 
6635 


^^I 


Ms 


34Ö 


8349 


35 


6528 


6564. 


6600 


6707 


350 


8348 


36 


6743 


6779 


6815 


6851 


6887 


6923 


360 


8348 


37 


6960 


6996 


7033 


7070 


7106 


llü 


370 


«347 


38 


7180 


7217 


. 7254 


.7291 


2328 


380 


8347 


39 


7403 


7440 


7478 


7516 


7553 


7591 


390 


8346 


40 


7629 


7667 


7705 


7743 


7782 


7820 


400 


8346 


4» 


7859 


7897 


7936 


7975 


8014 


8053 


410 


«345 


42 


8092 


8i|i 


8170 


. 8210 


S*J? 


8289 


420 


8344 


43 


8328 


8368 
8610 


8^8 
8050 


8A48 
8691 


8488 


8529 


430 


8344 


44 


8569 


8732 


8773 


440 


8343 


45 


8814 


8855 


8896 


8938 


8979 


9021 


450 


8342^ 



Wertn 90 — <f s= xp in Minuten n. x = logn tg 145 4 — ^| 

dann ist x s= k — logn i// 



Tabella mr Ermltleliuig 4et bfpatboliMben FtniFtiai 



•44 



1,96x1 

1,0x76 



3.6415 
4,0481 
4,7413 



o,9"oj 


o,9H7 i 


^51 


SS 


0,9881 


o,99»7 ; 


1,01s» 


1,0198 


0428 


SS 


0709 


099T 


.045 


)191 
'S« 


:äü: 


1901 


19« : 


»aio 


»»74 . 


II2J 


«939 


jw8 


31S7 


JS84 


J64S 


J9S» 


4014 


433» 


4397 


47»6 


4793 


S134 


J103 


SSS7 


iSli 


ii; 


•93? 


7019 


SS 


ut 


■s» 

9.01 


8617 
9209 ' 



3,9189 


•■Slä 


0,9750 


3,997» 




,o»4] 


«»9 
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Berlin . . 

Bonn 
, Breslau 

Brassel. 

. Cambridge Engl. . * 

Cambridge N.-A. . . 
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Copenbagen .... 
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Kasan ...... . 
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Madras . ,' .' '. . . . 

Moskau. ....;. 

Neapel . i" r . . . . 

Nikolajew; ^ ', . : v 

Palermo \i'2\ . \ .' 
' ParamatU' s\ . \''r 

PariiV . 2 i-\ . •;'7 

Petersburg . -. . . •. 

PbUalelpM* . 

Rom .......,..' 

Stockholm •>'. . » .. 
' * Tuiin. . ; .-.. . ». .- 

,-" UpSAlA • ^ .-' . . • ',"■' 

\J' Vgb; a. giB.- . •. :.? 

Washingtoa .c^. . ..i,? 
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Aüthmetik. 



• - .• ' 



A. Erkläiangi^.n <iii4 Qm^aclge setze. 

,1« Qle GrnodUge ,dex- Aiithoietik bildet, die .nämliche ?al4en- 

.T.ei<b,e; 1^ 2, 3, 4 . • - obj^e Ende. • •". 'i. 

2. Irgend welche Zahlen der Zahlenreihe be:^eich9et man durch 
.«BnchstabjBn. AUgen^eine ^l^blen».., 
<. 3. .B^det laaa aiie n^ebrierep aUgetQeinen Zahlen ejne ^euq Zahl, 
sa neimt n^an diese yßibmdpng ; eipen ZahlenauBdrack,, oder 
. kurz Ausdruck. _ • ' . 

4. UpfL aiiz,u deuten, dass z,wel Ausdrücke gleich sind, verbindet 
man dijsselben durch ilas, ^ejLcbQn^«r (Q^eichhet&tszMchen) z. B. 
a = &. Diese Verbindung heisst ^ne Gleichung j, h di^ rechte 
und a die linke Seite derselben. 

5. Man nennt eine Zahl .a^gniiser- »als &(a^&), wenn 6 der 
Zahl ß in der Za^l^ns^il^.jypj^g^t, während. alatUnn, & ^le|ner 
alß a (b <;. o) gienannt- wir4- . /?[ i i», . heiBsti a ungleich *;;, 

6. Die Verbindungen a^ft, n <Cßf ^ ^ ß nennt man Un- 
gleichungen. 

B. Die einfachen Zahlanyer.bindungen, 

• ' -" • Di^ Siitnfee'f^fekr 'Zahlen: • ^' "!••<'=;' 

1. Die Summß zweier Zahlen erhalt man, durch Hinzuzahlön 
(Addition) der Binheite»: der einen ' Zalil zu; ded Ednheiten 
der andern Zahl. 

2. Die Summe von a un^.&^wlrd bezeichnet durch a -|- 6, ge- 
lesen a plus 5. "' Die Zahlen ä und h . werden Summanden 

'^' --g^Äht;-' • •"■ '^' -^ "•' •=• -;•' • :■■■' '"■- ■"'.'",' •• 

3. Die Ordnung der Sumpanden Ist'feteiihg^tig. a '4^*6'=^ ö -|- a, 

1. Eine Summe von gleichen . SupmaA^en .heii^^i-JpJ^ Prpdukt, 
der gleiche Summand wird^ Afultiplikandns^ die mederholungs- 
zahl desselben MuJ^ti^iki^tar ; genannt. '^ .i.Iu. ■ - / .«'. 
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2. Ist a der gleiche Summand, b die Wiederholungszald , so be- 
zeichnet a.b oder ah das Produkt, gelesen a mal 6. 

3. a&ssB&a, d. h. Multiplikator und Moltiplikandns können Ter- 
tauscht werden, weshalb man auch a und h die Faktoren des 
Produkts nennen kann. 

Die Potenz einer Zahl. 

1. Ein Produkt gleicher Faktoren wird eine Potenz dieses Faktors 
genannt. Der gleiche Fa^f^r. htoUH die Basis (Grundzahl), die 
Wiederholungszahl der ^Expohent.*^ 

2. Ist a die Basis und h der Exponent, so wird die Potenz durch 
a^ bezeichnet, gelesen a hoch b. 

3. Die Potenzen a', a*, a* heissen der Reihe nach das Quadrat, 
der Kubus, das Biqujftira^ Von* a. ' ^ 

Die ilMffereiie •fewefiw Wahlen. 

1 . Denkt 'toisn siirh a als die Surnme*' zweier Zahlen, von denen 
der eine Summand b ist, so heisst der andere Snumand die 
Dffffer^nz von a und h, ... 

2. Die Differenz von a und 6 bezeichnet mun durch' a '^--- 6, ge- 
"^ lesen ü minus h^. > Die Zahl n heisst der Mintrend, & d«r-Sub- 

tiwhdnd. Das Bilden der Diffe^nz heissrt die Su^ytraction. 

3. Aus No. 1 folgt : (o — 6) + 6 = a; (a -f &) -^ 6 •« a und 
a — (a — ß) ^^b. Das Zeichen ( ) nennt man ^ne Slammer, 

' dasselbe deutet aft, -dasb der' eingeschlossene AuBdtuc^ als eine 
Zahl «u -betraebten ist. - 

» 

• ' * : DoX' Quotient. 

i.'^^etrsfchibet man W als dks- Prbdukt '2rweier Zählen, ^6h welchen 
die eine gleich 6 ist, sd' heisst der andere Faktor der^otient 
'Von a und h. y ■ .- ' ' * 

2. Den Quotienten von a und b bezeichnet man durch -=- oder 

,,•,■- - ^ 

at'b, gelesen a durct &:' ' ■ 

Die Zahl a heisst der >piyid^d, b dei Divisor. Das Bilden des 

Quotienten, heisst die Division. . . 

■' ä "* ■ ' a'B ' ' ' A' '■'"'' ' 

3. Ans 1 folgt: .-r--. baai a; .-^ ä ö und a: -^ «a* ft'J ' ' 

\0 . . . . 

' - ' -i ^ Die WhTzeiavtis feiner Zahl. ' 

1. Denkt man sich a als die 6^ Potenz einisr Zahl,) 199^, heilst die 

_ B*ftis;die,6*« ,WqwJ|.^8,p., ,, . , .. . ..,>:•:.. 

b 

2. Die 6*« Wurze\^»Ä <i )5;ir4 4^",*^ )^Jw»eichnet, a heisst der 
^Hi^kandj^ b der Wurzelexponent. t>as Bilden der Wurzel heisst 
die WüTJI^ieTwisziehung ödejf'BadiiattOB. ■ '"'.".'- 

3. Aus 1 folgt (yä')*Äiidlmdyd^ *%«.'■ ^ • 
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Dar LogMit&mQ8 einer Zahl. 

1 . Betrachtet man a als die" Basf s einet l^tehz iind, h als den 
Potebzwerth, so' wird flit Etpönent der'Logarithmtis von h zur 
Basis a genannt. ~ " . 

2'. Dert Logarithmns von '5 znr "Basis a beijelc?hriet man .(inrch 

Jog&j «elfisen X^garithmu» ^epn b iiv i^e Baua^a. rJH» Zphl b 
wird der Xogarithmand . od^i Ifnmi^^s .genao^t. 

3. Aus 1 fblgti a iS«* «= ft tmö4ögrf*ia n. 

UmfoEmtng dbr Osiuidgleiefaitng;iit. 
1. Ans a -{- b = c folgt a «= c -=i & * ' 



■ I 



.1.1 



2. 


V 


a — 6 353 c 


„ a = € -{*-& 


3. 


n 


ö& = c 


- e - 


4. 


w 


T-' 


„' a ssabc" 
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» 


a*'= c 


n 


6. 


>j 


V'^ssC 


„ a = c«. 



Hieraus die Regel : Eine Zahl kann durch die entgegengesetzte 
Operation von einer Seite der Olelohnng auf die andere Seite der- 
selben gebracht werden. 

Gesetze für das jRfiühaeJi mil.allgemelnam niid mit 

numerischen 2Lahlfin.. 

Addition und Subtraktion. 

1 . (a -{- b) ^ e i= (a -{- c) -{- b SS a -{- ^ -^e)' . 

2. ^a 4- &) — c = {a — c) 4- * = ö 4* C^ — c)^ ^^ 

4. fa — 6) — c ss: (a ^-' c) — 6 === o — ■ (6 + c). 

5. fa - 6) + (.c - d) = (a -|- c) - (6 *t d) ^ C*-^) - (d -O- 

6. a — 6 = (a + c) — (6 4- c) = (a -r <j) — (6 >- c). ' 

Bei jeder Zahlenyerbindung wie a — &4^o — d — e\ führt 
man die Operation der Addition und Subtraktioit iirxier Bieibenfolge 
aus, wie dieselben yon links nach rechts aufeinander folgen. In 
den Gesetzen von No. 1-^6 können _di&hes.jallä Klamat^tn foj^aUen, 
vor denen kein Zeichen oder das Pteäzeiched' steht , ausserdem er- 
giebt sich noch , dass die Reihenfolge der Afldition^ und S^tsaktlon 
gleichgültig ist. ;^ It: ., - 

Die Null , die positive und die n^jiEtive ^hl;\ 

1 . Ist in der Differenz o — 6 , & > a , so Ist a — b' keine Zahl 
der Zahlenreihe^ diese Zahlform beding äne Erweiterung der 
Zahlenreihe. 
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2. Die DifFerenzen a — a und &>-.& sind gleich , man nennt 
lede Null und schreibt a — a s= o. 
.3. Die Zahl 0.4- a= -f- a heisst eine positive Zahl und 

— a a= — a „ ,j negative Zahl. 
..Die Zahl a nennt man den Zahlwerth odec die absolute Zahl, 
die Zeichen + ^^d — die Vorzeichen. 

4.- W*«nn h >• ö, BO ist d — 6 ss -^ (& — «)= — (h — a), also 
a — 6 eine negative Zahl, deren Zahlwerth h *— a ist. 

5. Durch Einführung der negativen Zahlen entsteht die Zahlen- 
reihe 

. . . —4, ^ 3, — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, 4, . . . 

6. (+ a) + (+ &) = + (a + 6) = ö 4- ^ 

8. (+ a) 4- (- &) = + (a - &) = - (& - a) 

9. (— a) + (+ 6) = — (a — ö) = 4- (6 — o) 
10. (+ o) — (— 6) = (+ a) + (+ 6) = a + &. 

12. a — 6 + c — d — e. . . == (4- a) + (— 6) + (+ c) + (— Jd) 
4- ( — e) . . . algebraische Summe. 

Gesetze der Multiplikation und Division. 

A, .Abt^plute Zahlen. 

1. (aV) c = (ac) h = a (bc) s= abc. 

2. (a + 6) c = ac 3t 6c. 

(a ± &) (c ± rf)*== (a'+ bj c'±(a± byd ' 

ax 3t ^ = (^ X V ^• 
a ac a: c ■ ' ■ ■' 

6 6 c 6 : c - - - 

a ac ~ c ' .6" 

6 6 . 6 .,«..__ 

5. -r • c = — : 6 s= -- 

..'^--c"' - ve- ' i^--- •- -•• '" ■-' 

'• i ■• a^ -c'i^ ac ' •■ •■ - ' ■ ■• « 

, ' .■,''■"* • ■ • " ' ' ' 4 ■'■:'•.'■. ' ■' ' ' ■ ' '' ' - '•' ' , ' 

.. ,_. 6.J., dr.., ^!_*. <?»■'. ,6\t.d r.: •, .-. ' \ r i- ' ■• 



8. •^— ^— s^ — -4- — — 

c c -^ c 

9. a± — = — == — 



- 1 



{ buii M , :i 



/ 0" .. i,c - • •-:^ ■■ . i* — *': ' -1 



■^^ • 



c — c 
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» ß y \«-^ ß r ) 



.- A . A — Bx 



Theil weise Division. 



B. Positive und negative Zahlen. 

1. a • O 33B 

2. (— a) 6 = a (~ 6) « — ä6 . 

3. (-.a)(— 6)« + a6 



4. 


a 


SF 


• 






ir 


—- 


a 


+ 


« 


a 


5. 




__ ^SB 




>— ^^ _n. 


.>_ 




4- 


fr 


— 


6 


fr 




__ 


a 




a 




6. 


^_„ 


"S*^ 


-+- 


6 





, Ungleich uogen. 

1. a ]> fr , venu a — fr > p 

2. Wenn a und fr absolute Zahlen 

-f-a>o, *— a<^*o, -j-a]> — fr und ist a ^ fr 

+ a>-|-fr, — a<~fr 
a -\- c^b -\- c^ a — c >• * — c, c — a<^c — fr. 



> 

ac ssB frC) je nachdem c 

< 

— 'O — , je nachdem e 
c <^ c 



4- 





ist. 



ist. 



c e 

3. Wenn a, fr und c positive Zahlen und a > fr ist, so ist — < t" 

<t ■ fr 

4. Ist a ^ fr und c >• d , so ist : 

a -f- c > fr + d und a — d^fb — c und wenn o, fr. c u. d >- o, 

ab 
so ist : ac ^ frd und -r > 



Die gebrochenen Zahlen und Grenzwertfae.. 

1. Wenn der Quotient -j- Keine Zahl der Zahlenreihe ist, so 

heisst derselbe eine gebrbchehe Zahl, oder ein Bruch und zwar 
ein echter Bruch w^nn a<C,b ist, sonst ein unechter Bruch. 

2. Nimmt man -r- der £inhdit als Einheit der Zahlenreihe, so 

ergiebt sich die erweiterte Zahlenreihe : 
1 2 3 fr— 1 fr fr-h 1 



• • • • 
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Die ftr die Zahlen der ufsprünglichen Zahlenreihe anf^iesteUten 
Gesetze gelten auch für diese Zahlenreihe. 

3. Die Glieder der Zahlenreihe : . 

6+1 h 6-1 2 1 1 ^2 ' 

b ' b ' b b 5' '66 

nennt man reelle Zahlen. 

4. — heisst der reciproke WerA von a. 

5. Eine Zahl, welche grösser wird, wie Jede angebbaie Zahl, 
nennt man eine unendlich grosse Zahl, und bezeichnet sie 
mit 00 

6. Wird a unendlich gross, so ist der Grenzwerth (Times) *Ton 
-i- die Nun, d. h. lim — = und lim /— ±6- j = ± 6. 

7. Lässt man in der Zahlenreihe No. 3 die Zahl 6 wachsen, so 
rücken, während 6 von 1 bis 00 wächst, die Glieder derselben 
immer näher und näher aneinander. Für 6 ses oo ist: ein 
Unterschied zweier aufeinaildei folgenden Glieder <ni«ht mehr 
angebbar, in diesem Falle heisst die Zahlenzeihe <eine ^etige. 

8. lim -*- ssxx>, wenn lim 6 *= 

6 

9. -r- , — , CX> • und 00 — 00 «iad unbestimmte ZahUbrmen. 

' 00 

Potenzen. 

A. Potenzen mit positiven Exponenten. 

1. aPa« = aP + « 

2. aP:a^ ^ a^""^, wenn J> > j. 

3. (aby^a^bP 



'4. (-ff = aP:6P 



5. (^a^9:^(^Vy>:r:.aPQ, 

Die vorstehenden Gesetze gelten für. positive und negative Basen. 
£*ür ' negative Basen hat man zu beachten : 

7. Wenn a tmd 6 absolute Zahlen und dabei a> 6 so wird a" > 6** 



f <(fr <(!)•< (f)' 
i>(^r>(i)->(Tr 



. • • • 
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8. Wenn a > 1 , so ist 

<^>l+n(«-l)«nd(A-)"<^,-p^ij_, Merfür 

n =s.<X) lim a" 00 nnd lim /— l = 0. 

B, Potonsen mit negAtiT«n Exponenten. 

1. Soll 0^*" 9 stets gleich a^ : a^ sein, so ergiebt sich 

far p OBS 9 , a® BS 1 und 

2. Die Gesetze No. 1—6 in A gelten auch für Potenzen mit 
negativen Exponenten. 

C. Potenzen Ton Summen und Differenzen. 

1. (a±by =a> ±2a6 + 6« 

2. fö-l-ftl« «(a — 6)«4-4a6nnd(o— &)*BBi(a4-6)«-*-4a6. 

3. (a±ft)8 = a»±3a«6-f 3a*> ± 6> 

4. (a 4- 6) (a — 6) = a« — 6* und a^ ^ (a -^ 6) (a — 6) + 5« 

5. a» 4- 6> = (a + 6) (a* — a& + 6«) und 

a» — 6» = (a — 6) (a> + a6 + 6«). 

i). Eine Zahl als Summe Ton Potenzen einer andern Zahl. 

1. Jede Zahl % lässt sich als eine Summe von Potenzen einer 
andern Zahl darstellen. 

Bildet man : % sss qx -{- r^ 



^^n^H^i^n^i fafif^ (Basis«) 

Ist s <^ X so werden die Exponenten negativ. 

2. Sind r|,r^ r, . . . r^ positiv und kleiner als x, so hat man, 
um jede Zahl als eine Potenzreihe von x darzustellen , ausser 
der Null noch für die x — 1 ersten Zahlen heaopdere Zeichen 
(Ziffern) zu wählen. Für x gleich Zehn erhält man das de- 
kadische Zahlensystem. 

3.. Werden bei einer Potenzreihe die Exponenten der aufeinander 
folgenden Glieder kleiner, so heisst die Reihe fallend und bei 
umgekehrter Anordnung steigend. 

4. Die Summe, Differenz und das Produkt zweier geordneten 
endlichen Poienzreihen geben stets wieder eine geordnete end- 
liche Potenzreihe. Zur Division von Potenzreihen benutzt 
man die Formel für die theUweise Division. 
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5. Das Rechneiv mit deka(liS9hen Zahlen ist ein Blechnen mit ge- 
ördnete^ Potenzreihen. 

Die Eigenschaften der ganzen Zahlen. 

A. Erklärungen. 

1. Ist a =^ 6c(i, 80 nennt man &, c nnd d Theiler Ton a und 
a ein Vijelfuches von h^c^d oder &c, 6cl u. s. w... 

a ¥7ird ein gemeinschaftlich^ Tielfaches der Zahlen 6, e, d genannt. 

2. Eine Zahl, welche Theiler hat, heisst eine zusammengesetzte 
Zahl. Eine Zahl, welche den Theiler 2 hat, wird eine gerade 

, Zahl genannt, jede andere Zahl heisst ungerade. 

3. Jede Zahl, welche nur 1 und sich selbst zum Theiler hat, 
wird eine absolute Primzahl genannt. 

4. Jede zusammengesetzte Zahl lässt sich in ein Produkt Ton 
absoluten Primzahlen verwandeln» 

3. -Haben zusammengesetzte Zahlen gemeinschaftliche Theiler, so 
nennt man dieselben relativ zusammengesetzt, haben sie kei- 
nen gemeinschaftlichen Theiler y. so werden, sie relative Prim- 
zahlen genannt. 

B. Gesetze. 

1.' Jeder gemeinschaftliche Theiler von a und h ist kuch ein Theiler 

von-a + &. . , , 

1. ah ist durch c theilbar, wenn ein Faktor durch c theilbar ist. 

3. Wenn — - = a 4- -— und r -< d, also Z) = gd -f- r, so heisst 
d a 

r der Divisionsrest. Jeder Theiler von D und d ist auch ein 

Theiler von.r. Jeder Theiler von d und r ist auch ein Theiler 

von B. 

4. Wenn i) ^ grd -f- ''i ' ' ' 



• • • 



• '-^»1: i== ^n'^n 4- ^r SO iist T^ delr giösate gemeinschaft- 
liohe Theifer von Z) uiidd. - • j 

Jeder Theiler vK^n D und d i^t auch ein Theiler: von r^. 

5. Sind j9 nnd ^ relative Primzahlen und 

-7- i j>, 80 wie V • ? ganze Ziahlien , so :ist auch -r- eine 

ganze Zahl. '., ^ 

,, 6. Wenn p und» % relative Primzahlen vmd , ^ 

' — ; sowie auch — ganze Zahlen ^ind , ^o* ist ' — eine ganze 

V ■ q pq 

Zahl. . 
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7. Ist — ^ eiM ganze Zahl; — &ber ke^ine ganse Zah}, m mnss 

— eine gaiize Zahl sein, (ann^p relativ pTlm.) 

ahed 

8. — Ist keine ganze Zahl , /wenn^ a, 6, Cj d und p relative 

Primzahlen sind. 

9. Wenn a, 6, c, d , . , und a^ ß^ y . . . verschiedene absolute 
Primzahlen sind, so kann nicht 

a& cd ... sc 9tßyi t ,'. sein. 
Jede Zahl lässt sich nur auf eine Art in ein Produkt absoluter 
. Primzahlen verwandeln, 

10. Sind a und h relative Primzahlen » so kann |-7-| kein^ ganze 

Zahl Btiiu 

11. Ist s läas a&, so mUBS einer der Faktoren, a odet b < yTsein. 

Hat % keinen Faktor <^ j/^ so ist z qu^q a1)solute Primzahl. 

12. Um das kleinste' gemeinschaftliche Vielfache mehrerer Zahlen 
zu bestimmen, zerlege man dieselben in ihre Primfaktoren und 
bilde das Produ^Lt der ungleichen Primfaktorenpotenzen^ welche 
den grpssten Exponenten haben. 

,<»V» «/^r^?,«y*! Kleinstes gem. Vielf. a^ßy^., 

C. Kennzeichen der Theübafkeit dekadischer Zahlen. 

-• « »♦»^H-fjlO + rjld* 4-r3l«3-h r^lO* . . . f„ia« sei 
,■ irgend eine Zahl, so ist: 
1. « durch 2 theilbaz, wenn r^, = oder eine gerade ^Tahl ist. 
. 2. » „ 4 » ! » f e + 2.r^ durch 4 thejlb^c ist.. 

3. « „ 8 „ „ •'o 4" 2ri + 4rj durch 8 theilbar ist. 

4. « „■ 3 oder 9 theilbar, wenn r^ + fj H- fj .=. . r^ dtfrch 3 

■ oder'^9 theilbar ist. 

5. » „ 5 th^ilbar^ wei^nfpSsO odeJr 5. ist. 

6. « w 1 1 theilbar, wenn r^ -^ Tj -|-r4 . . . ~ (r j 4- «'s + »'s • • •) 
.■'- i : dnrdi llrtiieilbu ist. . 

i • Decimalbrftotie.* n < < 

1. Ist seine gfenze Z«hl, ' so wird ein Brach von der Fonb -rr-i^ 

ein Dezimalbruch genannt. % he|sst der Zähler und 10* der 
iNe^»e^, ^ ..,•...'„•, ■. 

J)i^«-=r^l0«47.riii^,10"--* V+iW+»+r«10P 

4- «^j»- 1 10*-* .... fj 10> 4- f j 10 + r^ ist, so wird im 
Allgemeinen: i . .'- t 
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Jed«r. Dezimalbrach ist also eine geordnete iallende ]^bteiivrel)ie 
mit positiven und negativen Exponenten. Deutet man die Stelle, 
in welcher die negativen Jl^xponenten beginnen durch ein Komma 
an, so ist 

j^ =» rnfn^ 1 • • • •'j»> •'p- 1 V- s • • • '2 't 'ö (*»8i& 10). 
z.B. 1|?^= 12,876 . 
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12876 

10* 
12876 



= 0,12876 
= 0, 00012870 



. , 10« . 

2. Man kaiin an jeden Dezimalbruch, ohne seinen' Werth zu 
ändern, zur Rechten beliebig viele Nullen anhängen.' 

3. I^in Dezim^briich wird mit 10** pulüplicirt , wenn .man das 
Komma um n Stellen nach rechts, und durch lO** dividiirt, 
wenn man dasselbe um n Stellen nach links rücktl ' , 

4. ]^ne Einheit irgend einer Dezimalstelle ist grösser als die 
'siimipe aller folgenden Bruchstellen. 

'^l Küt'zt man einen Dezimalbriich auf h $tellen ab, Ind^ta' man 
die folgenden fortlässt , so muss die 2i^er in der H^^ Stelle 
um eine Einheit vergrösserit werden, wenn dief Zitfer in der 

n -f l8ten Stelle > 5 war. . 

. ■> 

6. Um einen Bruch ~=- in einen Dezimalbradh' mit; dem: Nennet 



10** zu verwandeln, suche man die nächste ganze Zahl, welche 

alO" 
dem Produkt — r— entspricht und dividire dieselbe durch 10". 

7. Sind a und 6 lelative-Primzahlen, so glebt ea, wenn die Prim- 

faktoren von b die Zahlen 2 oder 5 sind, immer einen Werth 

alO** 
von n für welchen — r — eifie ^diiite Zahl' Wird; 

8. Hat b in No. 7 nodi «Udäite Primfaktoren als 2 oder 5, so 

a 
lässt sich -T- nur angctiaäert als DeBimalbruch darstellen. Bei 



dem- erhaltenen Brttbhe müssen von irgend einer Stelle eil die- 
selben Ziffern in derselben Folge wiederkehren ; solche Decimal- 
bl'üche nÖAnt mah periodlscfie. 

9. Bezeichnen bei einem periodischen Dezimalbruch ä,^ b^; a die 
bahzl^n, 6, ^ Stelldn vor der l^^rtode illrd' c' dfeP^Od^ von 

n Stellen , so ist : a, o e =: 



lüP(10«-.l)' 

10. ^ur die Addition* ukid^ Siibtraktioa- vont Deziii^blüciien gelten 
die Q^set^e der Addition und Subtral^tion geordneter Fotenz- 
reiheh , cias Komma verändert Idsö ^eine Stelle nicKt. 
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11. Da j^ . jp « fön + p "*' ^ ''««len zwei Dezimalbiu^ie 

mit einander moltiplicirt , indem man die Zähler multiplicirt 
und vom Produkt so viel Stellen von rechts nach links ab- 
schneidet, als beide Brüche zusammen Dezimalstellen haben. 

ah alQP' 

12. Da rrrj : T-p ■« -j^ : 6 ist, so wird ein Dezimalbfmph, durch 

einen andern dividiit*, indem man den Dividend mit dem 
Nenner des Divisors mniltiplicirt und dieses Produkt durch den 
Zähler des Divisors dlvidirt. 

13. Abgekürzte Multiplikation. BCan fange die Multiplikation mit 
der höchsten Stelle des einen Faktora ao und kürze den an- 
dern Faktor, vor Jeder Multiplikation mit einer der folgenden 
Stellen, um eine Stelle ab. 

14. Abgekürzte Division. Man fangt die Division in gewöhnlicher 
Weise an und kürzt, anstatt Nullen an den Best anzuhängen, 
bei Jeder folgenden theilweisen Division, den Divisor uin eine 
Stelle ab. 

Kette nbrü che. 
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Wenn 


/V» 


q,Z 


+ '. 






z» 


?i'i 


+ ', 






• •• . 


• > • • 


• i a * 



r^ . 1 «8 9ii 4. , r« + f n + 1 i ^ ergiebt sich der Kettenbruch 



^ 1 



»^^ I 



«3 4-- 



2. Die Brüche — 



i 



1 


1 




1 








• • • heissen 


1 


. 1 




« 


«. + „' 


9i + — 


. 'I 


i '• 



u 



Naherungsbrüche , dieselben soQen durch v^ 1 1^ ? ^ etc. 

iT| iVj /V3 

bezeichnet weiden: 

Za 

3. Wenn -^ » -7- ist, so gilt. von**« s 2 ah* 

iVo 1 '..;,.• ,, . . i .}-; 

• •A*«), »J '£■ ♦ •.' ^ 1. SSH »^iti .< .111 I U I I I II • ♦ 



7^ 



•4 A = i^ « ^ 



iV 151 . 1 



3-f i 



5+4 



Quotienten: ' ' 1, 3, &,.:?, 

«... X. .. u 1 3 ,16 . l!l5 

NaheTUBgabruche : y.i. :j^, ^': 21 '151 



«•n. 



9. Kein Bruch mit kleinerem Nenner als der Nenner eines 
< Näherungsbmches kommt dem Werthe des ganzen Braches 
näher als dieser Näberangsbruch. 

Wurzeln. 
A. Wurzeln mit positiven ganzen Exponenten. 

1. Yab = l/T vT } Y^ = o vT. 

f> n 

2. i/I « vz ^ ^ " 

v^ 




3. ya^ aas (v^a )^ Ä a*, wenn — eine ganze Zahl. 

n 

5. y^ äc yö^ ;s 1/ J , wenn -ü und JL ganze Zahlen. 

• fa"^ ■/•• • r . ■ 

p » n p . . ., 

6. Mit Hülfe Ton Nr. 5 -j/a« y^r __ yo«» jpr 

- „ ^ In fi • ••1l1. .'■.. " .' 

7. Es ist: yTZZ = - y^ , während ' 

y ^ a SS r/' — _» keine der bisher betrachtetet 
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. Zahlen ist. Die letztere Wurzel nennt man eine imaginaire 
Wurzel. 

8. Bezetehnet man V— 1 durch i, so ist: 

9. Bringt man y^a anf die Form y— a « yol** = i Y^ > 
so lassen sich die Gesetze für die reellen Wurzeln auch für 
imaginaire Wurzeln anwenden. 

10. Die Wurzel ist ein yieldeutiger Ausdruck. 

und i ai. 

11. Wenn a und d 4tbsolnte JZahlen sind und a ^ 6, so ist:. 

n n 

12. Sind a und 6 absolute Zahlen, so ist 

** p . 

)/a" > yT, wenn a' > 6*. 

13. Ist a }> 1, so hat man : 

n 

14. Wenn n eine absolute Zahl ist, so wird 

II 

lim ya für n « 00 gleich 1. 

B. Wurzeln mit gebrochenen Exponenten. 

JL \ 

1 . Versteht man unter a ^ stets ya^ , so behalten die Gesetze 

Ton Nr. 1—5 in A Seite 66 ihre Gültigkeit auch für gebrochene 
Exponenten. Das Rechnen mit Wurzeln lasst sich daher in ein 
Bechnen mit Potenzen verwandeln. 

2. Giebt man in <j^, der Zahl x der Beihe nach alle Werthe der 
stetigen Zahlenreihe von — 00 bis + 00, , so büden die Fö- 
ten zwerthe eine stetige mit 00 oder o anfangende. Zahlenreihe, 
Je nachdem die absolute Zahl a kleiner oder grösser als 1 ist. 

3. Nehmen Potenzen für Grenzwertke der Basen und Exponenten 
die Formen 1^, O^, 00® an, so sind ^ dieselben nicht 1 son- 
dern unbestimmt, limii -) j nimmt f ür n bb» oo die 

Form 1^ an, der Werth dieser Potenz ist eine bestimmte 
zwischen 2 und 4 liegende Zahl. 

C. Irrationale Zahlen und Wurzelausziehung. 

1. Sind a und n {(anze Zahlen Und ist a nicht die nt« IPotdnz 
einer Zahl der Zahlenreihe, 80 giebt es aueh keine gebrochene 



?* 



Zahl — , welche der Gleichung l/a = — r genügte. Dift ya 
e ' c ■ ' ' 

heisst in diesem Rdle eine inatioriale- I^iE^l^l ; imGegeBiMz. zu 

- den ZiaMender Zi^ledlrMbe,- wtelch« rationale -Zahlen genannt 

.werden^ , ^s lassen sich stets zwei Grenzzal^en angeben, zwi- 

seheiiwelchi^n'!^ liegt nnd der ühtei^chied iSesw Qrenz- 
zahlen lässt sich so klein machen als maniitfr wlU. 

2. Die füi die rationalen Zahlen bewiesenen 6^s6tze gelten anch 
. för inational^ Zahlen. Um die Richtigkeit eines für rationale 
Zahlen bewiesenen' Gesetzes für irrationale Zahlen nachzu- 
weisen kann man den folgenden Satz benutzen: Wenn in der 
Ölöichung a-^ xi ii^b' -^ y; r'nitd t/ solche Zahlen sind, wekibe 
man so klein machen kann als man nur will^ sp ist stets 
a BS ^. 



3. "Wenn Vo* -f- ^ = <» + a;, so ist i = i^ — und für x 

5 
kleiner als 1 ist angenähert X 3s;-—f a flddet man mit Hülfe 

2a 

der Tabelle der Quadratza^en. 

4. Wenn yf^b^^ a + o?, so ist x'^ _^_A^_ nnd 

für X kleiner als 1 ist angenähert x 3=» , , : a findet man mit 
t , .3a2 

Hülfe der Tabelle der Kubikzahlen. ' 

«;■— !^ =i^fp^: :■;■'■'• 

. n v^^ • '. .ft i' : ,. . . 'f • .. . . , 

Ol. .1 1 1 . MW II h M l,.. . 1 ' I i;^ ' ^! ■ Vt >>J ■ ' >UV a ' • ■ • 



9. 



3 r 3 3 



yb±V7 t 



: .. .D. .pie;./Coin^Jexen. Zah^, .,. ..j 

l. Wen» a;4-^ ;l«« « +■ jJi, so ist.cK^«?: a, un(jl b ^ ß. . ^ 
I ..f»' y(i^^9> mr heisit'der Modul td0i!tiMliplexen2»hia<4-&i. 
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,2, Cd 4- &'Q ± (« *f /JO - a±« + (6±/J)i 
(a H- 6n (a 4- fii) « a« — 6/J + (a/J + 6«) i 
(a + JO (a — 50 a« a« 4-5« 

g-f-ftt _ fl«4- 6/g (5g — a^)i 

« 4- /Ji *" d« 4- /!^« "^ «« 4- /J* 

a 5 '5 

3. Setzt man — «s cos (p. — ss sin w* also tg a> «» — 

f ^ r '^ ^ * o 

BO ist: 

a ± 5i SB r [cos (y 4- 2p tt) j^ if fltn ((^ 4- 2p ;r)]. Normal- 

foTin. p eine ganze Zahl. 

4. (cos «4-i sin «) (cos /?4-i sin fl « cos (A4-/J)4- < siii («4-/9) 
'co8«4-i'dn«):{«o#/J4-< süi jjj«*« cos(ir — /l)4»-< sin(ft— /J). 
'008 it^ i' sin it)^ tt (cos n)Bi ilt^ i sin nioi), n* eine gunze Zahl. 
^Moivre'sche Satz). 

(cos a 4- » sin « j n ^ cos ^: — ■ 4- « sin -^^ ^^ — -. 

Für p sind alle ganzen Zahlen von Null bis n — 1 zu setzen. 

Ö-. ya4-öi 4- Va ^ 51 .«=2 1/7 .,cos ÖtÜiÜÖ.*» ti. 

Für n «= 3 ist u^ ^2y7 cos |^, w^ « 2V^fc6d |^4^ -^j 

«.-2V7cos(|-^)'. 

6. Wenn p nnd 9 retktite MiiizaSilen sind nndfe eine ganze Zahl, 
so ist: 

(cos « ± < sin a)^ « cos y («• 4- 2k7r) ± i sin -■ (« 4" 2fc7r). 

Die Logarithmen: * • i 

■ h, i»t fEe' Mbib eiOBB LogadthmensyiteiM > 1 , so M^g^ die 
Logarithmen der Zahlen 'vKm bis 00 zwistheh den Grenzen 
— 00 nnd 4-00. 

log «a — 00, lefe t =* 0/ loga>«v 00: j 
2. Für die Basis a.hat man: 

' • a- • al »aj ' • ' 

log 5 c = lo^ 5 4- log c 
■ 5 iSk A- '^ I6i 5^-» 1^ c 

a "^- t \ •> . .' 

log.y& =« — bg 6, 



7d 



3. Die Logarithmen für did Basis eaUm|lH 1 tfSam^W 

lieissen natürliche Logarithmen. (Lord Napier 1614). Man 

e 

schreibt statt log 6 kürzer logn&. 

Die Zahl e ist angenähert: 2,7lS28182$459. .. 

4. Die Logarithmen für die Basis 10 heissen Briggs'sche Loga^ 
rithmen. (Briggs^ Professor zu Oxford, 1<)20)» Man schreibt 

10 * 

statt log h kürzer log h. 

5. Für die Basis 10 hat man: 

log 10« = n ; log 10"" = — n. 
IcgdlO** BS lo^h -j-n 

Die positiven oder negativen ganzea Einheiten eines Loga^ 
rithmas nennt man die Kennziffer, den echten Decimalbmch 
seine Mantisse. 
Nennt man in der dekAdlschen Zahl 

j^ « r^ 10»-P + r„„, lO'-i-i' + .. . r^^ , 10 + r^ + 

fj,«! 10"* +rp-j 10"* + ... r^ 10"^ die Exponenten 
Ton 10 die Ordnungszahlen der Ziffern, so ist die Kennziffer 
eines Logarithmus gleich der Ordnungszahl der höchsten gelten- 
den Ziffer, Z. B. 

von log 345678 ist die Kennziffer + 5 
„ log 0,00285 „ „ „ - 3. 

6. Wenn a eine grosse Zahl und log (a -{- f) — log a «b d ist, 
80 ist, wenn x kleiner als 1, angenähert: 

log (a -{- x) sss log a -{- X . d, 

7. logn lO.loge = 1. 

""'- to^ • '°«'**' (i^ - ».««9448 Modul d« 
Brigg8*schen Systems). 

. Iogn6«--i — log 6, (-7-i— « 2y80258609 Modul des 
log« "; ' \ log« 

natürlichen Systems}. 

8. Die Bestimmung von logn (a r|- &i); 

Es ist e* SS Km jl + — I für n -s 00, ferner 

(X X V" 

008 h < »in — 1 folgtfÜTfiÄOO 

eosx ^ i sinx t:^ e^, hieraus: 
logfi(a -I- bi) = logn r [cos (y -f- ip w) -f i sin (y 4- 2p?r)] 
aas lognr €^9-^iP^)* 
OBS logn r -|- (^ + 2pn)i, 
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pie Factori^Ue, Binomialcoefftdeiiteii« 



1. Das Pjoduct: a (a±d)(a±2d)(a±Zd). . , [a±(n--l)d] 
a«a**l±<' hei«8t eine FactorieUe. l»]i«n»l~ * «= 1.2.3...n— nl 
die Faoultat Ton n. 

2. Der Quotient: -71^7- « -^^ — -r -^—^ « fal. helsst 

eiii Binomialcoefflclent. n ist immer eine ginze positive Zahl. 

3. («Dn—^Xa-l)«-, -(«)»_. -.^^^J^. ("). - 1. 0! -1. 
Wenn a öine ganze positive ZaM, so ist 

6 . Wa H- (a -h l)fl + (a + 2)« . . . (n)a - ^(y)a «= {«+ 1 )a + 1 

Die Combinationslehre« 

1. Permutationen. Die Zahlen 1, 2, 3...n bezeichnen be- 
liebige Elemente. Von zwei Elementen heisst dasjenige das höheie, 
dessen Ordnungszahl die grossere ist. 

P (1, 2, . . .n) bedeutet die DarsteUnng der Permutationen, bei 

Wiederholung der Elemente P* (l«t 2«2...n«ii), p/izA-^l — \ soll 

die Permutationen von den Elementen 1,2, 3.. .r — 1, f-|-l,...n 
t>edeuten und AP(l...n) und AP* (l"t .. .n"«) bezeichnen die 
Amsahl aller PermutatioAen ans n Elementen. 

2. P(l,2...n)«lpjiL?i|i:jJ?\ + 2P /14A|z:liZ;| ^ ... 

^^ /i, 2,3...n \ ■ AP(1, 2,3... n) = n! 

3. AP^ (l«i, 2«2...n«n)=^ '^''' + "» -^••^a-.- , »«n)^ 

4. P(123)ste 123, 132, 213, 231, 312, 321, 
P(1234)= 1234, 1243, 1324, 1342, 1423, 1432, 

2^34, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431, 
3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421, 
4123, 4132, 4^13; 4231, 4312, 4321. 
P' (1223)= 1223, 1232, 1322, 2123, 2132, 2213, 
2231, 2312, 2321, 3122, 3212, 3221. 



5. Irgend ;;6lf^i»JE)lfBMMj|« :ei^er Con^j^^xigp. . bil^e/i tine Nicht- 
folge, wenn das erste JEIement bohcfr ist als das zweite. Die Com- 
pleklon 4312, hat die Nichtfolgen 43, 41, 42, 31, 32. 

-Durch Yertaasehung ron zwei Elementen ändert rieh die AnztU 
der in einer Complexion vorhandenen Nichtfolgen nm eine tog6<- 
rade Zahl. 

Entwickelt man die Permutationen daroli Yertauscäiang von je 
zwei.Elooieatea, so «Ind iA4ei|.ik«f einan4er fplgenden Complezione^ 
die Nichtfolgen abweicbsfl^lnd von gerader und ungerader Anzahl. 

6. Die Combi na tionen. Die Bezeichnungen analog denen 
in (1). r bezeichnet die Anzahl der in einer Complexion verbände- 
nen Elemente, die Klasse. 

C(l , 2 . . . n) = 1 'c*(2, 3 . . . n) + C (2, 3 . . . n) 

.= 1 'c (2 . . . n) + 2'c*(3 . . . n) . . . 

(n-r+13C*[(n— r + 2)...n] 

7. AC'(1... »)=«(»),, 

8. ^(1234) ?=12, 13, 14, 23, ?4, 34 

C(12345)=123, 124, 125, 134, 136 
145,, 234,. 235, 245, 345 

9. C'(123...«) = 1 C*(123...n)+C'(23...«) 

= 1 C'(l23...n) + 2C'(23...n)4.3C^(3...n)... 

r— l ' 

10. AC' (1 . . . «) ^ (n + f — 1)^. 



11. C (1234)= 111, 112, 113, 114, 122, 123,124, 133, 134, 144, 

222, 223, 224, 233, 234, ;J44, 333, 334, 344,44*. 

12. Die Variationen. Die Bez^eichnnngen analog denen In (1). 

*(i....)_.V(!SpJ!) + j'T'iii^) , 

13. AV(^\.,.n)^ (n)r •rl 

14. y'(l ...n)« 1*7* (1 ...n)4- 2^(1 ...n)..,fiT^(l ., .n) 

15. i4F'(l...n) = fi'* 

16. Man erhält ans den Combinatiönen die Tariationen, indem 
man die einzelnen Complextonen ■ derselben, permutirt. 



7^ 



Die DetermiiiAnteB« 

1 . Wenn n^ Elemente und zwar je n in n Reihen geordnet, wie 



1» 



M, 



a, hl 



Ca 

«8 



a, 6i c, d,, 
a« &2 ^s ^2 

^4 



«S- ^3 *8 



^IM ^1>» ^'iJS 
^in ^l>2 ^2»8 



im 



• •a 



2>lt 



a. 



64 «4 



gegeben- sind, so verstellt man unter der Determinante (D) dieses 
Systems die algebraische Summe derProducte von je n Elementen, 
die sämmtlich verschiedenen Zeilen und Colonnen angehören. Die 
Anfangsglieder sind:' a^ h^, a^ b^ C3, a, b^ c, d^, 0^,^ 03,2 ** '^nm* 
Die andern Glieder erhält man durch Permutation der Ordnungszah- 
len , oder durch PermBtation 4er Buchstaben und BeibehaUcmg der 
Ordnungszahlen. Positiv sind die Glieder mit gerader Anzahl von 
Nichtfolgen und negativ die Glieder mit ungerader Anzahl von 'Nicht- 
folgen. Die (D) bezeichnet man dadurch, dass man die Elctnente 
wie oben zusammenstellt, oder durch \2'±(Zj 63, ^ih^i ^2'<'8* 

2. Vertauscht man die Zeilen einer (D) mit den Colonnen, so 
wird dieselbe nidit geändert weil die Anfangsglieder dieselben bleiben. 



a, 



61 


WB 


0, Oj 


i 


«1 ^1 c, 


= 


öj a» «3 


». 




»1 h 




«2 62 «2 
^3 ^3 «3 




61 62 ^3 

Cj Cj Cg 



3. Vertauscht man zwei Zeilen oder zwei Colonnen einer (D), 
dann ändert dieselbe ' ihr Vorzeichen, denn 4ie Anfangsglieder gehö- 
ren in Bezug auf Nichtfolgen verschiedenen Gruppen von Permuta- 
tionen an. 

4. • Siad in einer (Z>) die Elemente ^ner Zeüe oder Coloone 
gleich den Elementen einer' andern Zeile oder Colonne, so ist die 
(D) gleich Null. Denn durch Vertauschung dieser wird D gleich — D 
und auch gleich D,,also gleich NbU. 

5. Bezeichnet man bei einer (D) den Factor von a^ durch a^, 
den Factor von b^. ducch ß^ etc., so sind ix^ /9^ . . . Determinan- 
ten vom (n — l)»^n Grade. 



Es ist 



D s= a^ tt, -f- 02 cc. 



a^a^i'l' 



^\P\ + ^2/5» '*'KßnV', 



Setzt man 



etc. 
in (i) Elemente einer andern Colonne statt a, 

' (."J » » » *> 

etc., 
so ist jeder dieser Ausdrücke gleich Null, weil jeder eine Deter- 
minante ist, in welcher zwei Reihen gleiche Elemente haben. 



n 



60 



D 



0363«, 








ass e, 



^ h. 



= c, 



ftjC, 


+ «2 


&3«s 


+ ^3 


ftjCj 


^3^3 


*1«1 




öjCj 


CjOj 


+ 62 


«30.3 


+ &> 


«1«! 


l^aOa 




Cjflj 




«2«« 


036, 


+ «2 


«3^3 


-f-C3 0461 


«3^3 




«1^1 


as6j 


62 Cj 


+ &2 


6,C3 


+ fta 


&1«1 


&3C3 




6jCi 




63 Cj 


63 Cj 


+ C3 


fts«3 


+ ^3 


^l«l 


&3C3 




61 C, 




63 C3 



etc. 



6. Da pD SS pcTj «1 -\- pa2 ct^ • •••pOn'^n) ^ ^^^ ^^^^ 



0,03.... a„ 



&i^ 



z. B. 



'» 



pa,,pa3,pa3--.pfl^ 
^1 ^2 &3 •• • ^n 



a&, Ci 


sssa 


16, c, 


« 

1 


a&e. 


s=a& 


llci 


a&3 C2 




16jCj 




ab €2 




llCj 


a^aCa 




I63C3 




ahc^ 




IIC3 



p6, 6, 



« 0. 



7. Wenn a^ =s J>r + 3r + *r> ^o ist: 

4- 9i «i 4- 92 «2 + ?3 «3 • • • 

+ '1 «l + «2 «2 + '3 <*3 • • • 

Pl+9l+»|,P2+9a-W2,Ps+93+»3 = PlP2P»--Pn + 
6, 6, 63 



d. h. 



PiPtPz-'Pn 
^i^2^3***^n 



l«'l«'3 



n 



• 



6463. 



4- 



«t.«2'*'« 



z. B. 



03 63 pa, 4- Cj 

^3 ^3 P<^S + «3 



a, ftj«,4-yi 

«2 ^2 *2 + ^2 
a3ft3^3 + y3 

03 &SC3 
fl3^3<^3 



+ 



«2 ^2 Vi 

03^3^3 



Oj ft, atj 
03^3^3 



l,.aPj — a,yj — & 
1,«2 — a,y2 — 6 
1,13 —0,^3 — 6 



1 x,y3 

1 »3^3 



8. Wenn D = 



aiösfla •••<'n 



^1 ^2 *s 

Cj C3 Cj 



und A SS 



•^1 -^i^s" '^n 



J5j B3B3< 
C I C3 C3' 



SO ist 
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/>.A» 



&ii4i + 62A2 +63A3 
Ci Aj 4- «t Ajj 4- Cj A3 



ai Cj +d2C, -f-a, C3..». 
feiC^+fr^C, +63C3... 

^1 ^1 H" ^2 ^2 + Pa ^3*'*> 
c, C^ 4" *i ^t + ^3 ^3*" 







Die Richtigkeit folgt durcl 


i Zerlegung nach (7] 


|. 




9. Wenn: 


a, 6, c, 


. A) B, C 


s^ 


U, t7, ID 


80 ist 




fln^ijCi 




-^U.^l»^! 




Ui,t7,,tri 






a„6,,Cj 




A2 'Bj' (/2 




U2,Ü2,tr2 




D A - D.A « : 


U, t7 


=s 


hf c 


• 


B, C H-Ja, c 


•• 


j1, c 


4- 


a, h 


• 


A, B 


«*1»«1 




K< 


^1 




- 


-1., 


Ci 




ai»*i 




A^,B, 



Für andere Unterdetermin&nten ergeben sich entsprechende Aus- 
drücke. Die Elemente u , v sind* auf No. S zu entnehmen. 
Ist A 4dentiseh mit Z>, so Cjigiebt' sich : - • \ ' - ■ : 



(a»+6»+c»)(ai»+fti«Ci*)-(äa,+6*,+cCi)ä^ 






a, • c 






10. Wenn n^, /9^, /,. etc. die in (5) gegß^ene Bedeutung haben^ 
so ist 

^1 ^2 * ' ' ßn 



Für n BS 3 ist nach (8) 



^102^3 

. — « 

616,63 



«1 ^^i <^a 



«t<*2«8 

ßißißz 
d. h^D« 



«i«i4-«t«24-a3«3» '<»i^i 4^2/^2 +aji^3» 

«i?'i4-*2;'24-«3^ 

r 

6,«i*4^62a2-f-^3«3/^i/^iH-^2^24-&3/^a> 

' '. &iyi4-^yj4-&i»yi 

«1 «r+«2''2+<^3*a> <Kft4-<'2^4'4^s^> 

«iyi4-«2y2 4-08^3 



<t, «2 «3 

^1 ^2 ^3 

v^ y% v% 



1^3 und 



«1«2«3 
^1 /'2 ^3 

y\y^r% 



D« 



um 

ÜOD 



11. Wenn in der Keihe der Zahlen a,ja4 • • • a^ jede von allen 
folgenden subtrahirt wird, so : ergeben sich (n), Differenzen, deren 
Produkt : 

difljä.i.af "" * — ■P(aia2<*T*"0 
1 d 2 äj* • • • aj "" * 



(«3— a2J---K— ^2) 



iflna5-^-ö|5~* 



-\ 



ii 



n^ 



«i-ft, «i^*t ^^i-^n 
.4 ■ l . a 



1 



l 



1 



a^-6j a^-psi ^2~^» 

• • •» 

i 1 1 



(-1) 2 'P(qiq2--qn>^^^-M 



«n-^i; ,«ti"fti <3^-^«k ' 

wenn iV das Produkt aller Nenner der Determinante ist. 



1. Wenn 

-.' .1 . 



vt 



I / I ll 



Endlkhe Reihen. 



. I -. . .-, Ä.-.4 =«. 0« . + r„» SO i^t . , . 
« = [•••(((''«a; + r„_ Jx + r„_,)r+f^_j)i-|-...]x+.t, oder 

i; Ist fit) « il^ s« •+ Aj «»- 1 . . . i4„ _ j « + A^ und 

? = 9i(«— a:1 + i2i 
9i = 32(*— «J + ^i 

?„-.i« («— x) -h fi^», 80 ist 

r(2) = Ä„(«-x)» + i2„^i(«-x)'»-»...BaC«-^)'+Äi(«-*)4-ß! 
3. Aus f(z) = g (« — x) -f Ä folgt :^ 

. .,, . _und,i2 = x^^^jTJ^A„., ... 

4.' Schettia^ füE 41^ Bieteöhnung der R, B^... 

,./(^^)=:l.x*-::Ä«^-|r5^2f-T 3x^12, fürx — 2: 
' V'i'\ \,- ^ . - :_2'. 0_" ' 10 14 

2_ ^ 18. 

i'2 9 25=* Ä^, 

, .- , 2 ~ ' • ■ • 

If - '• . ^ =^ -^3- I 1 .- • ■ .. - 

i=^jR, . : 

f(t) « («-2y 4- 6 («-^2)3 + lT-(«— -2)« + 25 («—2) -f 26. 



»y 



H 9. Ans 2 ^giebt «ich i&t z x> z, /(z) = B nnd bieraiu . 
■ ,_f'^. P'-g> 0-')"7 'rtK- tX^-r'f- » + ..«, 



* X 

Tür f (ar) :^ af« hW m&n 



* — Z'' 



=«. «« — 1 -i.^n — a -r _L •« — 3 »2 



-'tM'' 



<7 • • r-* • ät 



.«— 1 



6. Specielle Filte: \ 



'1-. 



8; 



g^ — ft* 
s -i-a? 



a 4- ^ 



= a' 4- ö' ^ + «^' Hr- ft* 



= «ap-i — s«P-2 a; -h ... — xä^>^-» 
fi 



9. Wenn »äs 'j/a", «n4 » » ^ >.: 






a — 6 



t t f «A r 



rv^:Tff=.V^r*'* V«"" *-^ +.V<J"' W.rh • ..^^^^i^ 



' ' • '1 m; r. . " 



j(Z=h-;|/^.-_^ 



-A Kr-'-v 






;iiMi- ? f.ii ' )iyt~.- ^.•*/tT. i-.v.'.iv • .■ ' ' 






|2P 



2P 2P '1'.' ä g^- ' ' 



2 p 2p^ 

ya-^yb 



10. 



«'•— x*- 



11. 



< % 



— « 






+ « 



r— 2 



x-f- • • • 2^ 



r— 1 



1 ««— X* 



s 



«— i_i_,.n— 2 



-f t»-*x+...x 



.n— 1 






12. 



* — X 



13. 



« — X .. , 'iru. « — X 
..^\ t — x^.x« - --' , • 



6* 
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14. Der Quotient '-^^ '-^^' heisst f ür s «= a; die Ableitung Von 

f(x') n^ch X und wird durch f^ix) oäei^DfQc) bezeichnet 
f^x) oder D^f(x), die- AbFeftung der Ablöituiig, 
f"(x') oder D^ f{x) die Ableitung (jLeif s&w^iten Ableitung etc. 

15. Aus. den vorstehenden Gesetzen: 

Di«=nx*^», 2)*a:«=n(n— l)x«-«:.:D'*ä:»=sfi!,.i)«+»x»=sO. 



Dx"^ 5= — nx"-**""* == — 



i». — , 






Dx « = — -Li ff 

16. Bildet man von der folgenden Function F{y) alle möglichen 
Ableitungen nach y, so erhält man: 

Hieraus ergiebt sich f ür y = - 

17. S4tzt man' in No. S, s— 'x=a:f| und ordnet nach steigenden 
Potenzen von y , so ergiebt sich , wenn noch f{x') auf (die re^te 
Seite gebracht wird: 

ny) = /(aj-^y) *=-/(«) + JB,y + Ä2V»'+ Äsy* + • : • -Buy*- 

Durch Yergleichung mit.No. 16^ erhalt man: 
F(0) = fCi), i)F(O) = i>^(x), b»^(0) ==D*/:(x) etc^ also ist 

X I n I ^ , 

Für f{x)^:x^ ist: . . ~ 

18. (x 4- yy «^ ^ 4- Wi *'*- * y'-Krt)2 x*"-^^ y» . . . 

Oa» . .. 

- _ . «=0 



Die arithmetischen Reihen. 

i. . -Reihe-:, y,, y,, ( y,^ ; y^, y^ 

Iste Differenz-Reihe: Ayp ^|, >. Ay«, Ay4*" 

2te „ « " ' - 'A»yi, AVa" A^s ••• 

3te „ „ A^y, , A»y, • • • . _ 

4te „ « .. . • A^yf.- 
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2. Vn =yi + («— l)Ayi + (n-.l)3 A^y, +. . .(n-.l)^A'"ir,; Wenn 
die Reibe mit y^ anfängt , 



Vn = yo4- " nAy 0+ W2 A^yo+T. . (nj^A^y^ . ; ,, 

3. ^» = ^y« = ny44-(n)jAyi+(«),A«y,...(fi)^. ,A''y,-H... 

• ■ I 

«srl 

, ^ Von j/o an r gezählt , ^ 

S^ == ^i/a = (»+ l)yo + (»4- 12 Avo + (»»+ l)j A^yo • • • 

4. ^>=3/« -Wiyn-i+(n)2y„-.2---±W,y,+yo 
^ A»y, «y„^j-(n)jy„ +(n2y^^i... ±y, 

5. Arithmetisclie Reihe eislei Piditung ^ 



a = n 



^1 =a, y« = «, Ay, =d,J^y^=: s 

8 = a + (n — 1) d 

«= iidlil^= (2a + (n--l)d> 
!^ • 2 

.^^ 2/2 2 

7 V.»^^+^V,. ^ ^ n(n+l)C2n + 1) 
^^ 3 ^ 2 ^ 6 6 

e. V,3 ^ »^ + !*! . ü! = fjiöHii)]^ 

-^»^ 4'^ 2^4 1 2 ] 






'^^ 5 ^ 2 ^ ;^ 30 






a!=n 



«=i' '" ■ 

^11 === 2^7 ^^^* ^^® BeTnonllischen Zahlen, 
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Setzt man in: 

^ - i.+ ^^ B.-^-^B.+^ B» • • • -(-i)°(r).a-. gi^-^o 

2a 

für r der Reihe nach 2, 4, 8, 10 etc., so erhält piftB Gleichungen 
zur Bedtiminang von J?^ , Bg , JSj ..... . I^ u ' 

11. Für ein ohne £nde wachsendes n ist 

' x=n \ I x—n V Ix-sin 

-3-/- «• "» V^- 1. ■ ""\^/-4. 



lim 



X 

12. Wenn — '■ s= Ao^'ond ii ohne Ende wächst: 
n . . . - 

.r + 1 



lim ( SdurMYLx 



f 
^ 



r-f-1 

13. lim l^[a-\-a^ f^^x + a^(juJx)' . . .ar(j4^xy]Jx\ 8= 

/«=i 

^ 2^-3 r-fl 

14. Für /"(a;) s= a + a,x + aax» ^ o^a-a jst 

lim (^rGu^/x)z/x) = i-[/'(0)+4r(l|-)+/(x)]. 
A*=l 

Interpolatioii. 

I. Bei gleichen Intervallen. 

1. Sind in der Reihe 

Voy Vi' Vz' ' ' Vn ^^^ Argumente der Reihe nach 
x^,, Xq -f- tr, a?6 + 2tt?4 •. x^j -f- ntp, so ist, wennV<; a 

vr = yo -*^ •'^yo + ('•Da^'vo 4- Ws^'^o + • •^'" 

Die Zahl w heisst das Intervall der Reihe. Nimmt man die 
Zahlen, zwischen welchen eine gesuchte Zahl liegt als y^ und ^i, 
so ist r immer ein echter Bruch. I^t rto ^ x, ,, r^ 

so ist r = — ' ^"^ 

w 

2. Interpolation hei Reihen in welchen die ersten Differenzen 
an einer Stelle nahe gleich sind. _ ^ 

l^^aUjiiJ l ist-:. , " '. ^|"- ^ •: 

Vr - Vo + rJy^ = yo H- -^ ' ^ ^ ^o + a? • «T^ 



• • f kl 

— r ist die Differenz für pine Einheit des Intervalls. 



B7 

* 

Bat man eine Tabelle d^r Sinns von M^ute xa J^inotei) ap ist 
für Vi e= 60, — =^ die Differenz für eine Sektinde. 
"Wenn y^ gegeben ist, so bat man,: 

3. Interpolation bei Reiben in welcben die zweiten Differenzen 
an einer Stelle nabe gleiöb sind: 

»r = »0 + -;f^ - -^2;;r^ • ^*Vo oder, 

»r = »0 + ^ • • - '2^ • ^*: 
Setzt »f n bei gegebenen y^ 

X. = (Vr — yn^ -T^j so ist, wcBn -^7^ klein' ist, ' • 

angenäbert: x = ac- H ^-^H:^ ^ • , ^ . 

4. Wenn y^ > Vi » Va ' * ' ^r- i > Vr^ i * • ' ^n ^gegöbeB nnd y^ 
gesnobt wird. Kan entwieUe y^ an» 

Gegeben y^ und yg» gosucbt yj : ■ ' 

■, ' ■ ■•■ -• fo + y» 

Gffegeben ^0 , y ' ^8 > »esncbt j/a : 

^ ^ y2 = yi +K(y.3.~.2/o) ^^ ...;.' 

Gegeben yo » yi » ya > ^4 » gesucM y'^i 

5. Feblen in der Reibe y^', y, , yj •••' y^+iJ dife Olieder y^ 
und y^) dann bestimme man dieselben aus 

Vn — »yn~i + W2y'«-2-"±y\) = <> !ind ,- 

y« + 1 — nyn + Wa y„.. , , ± y,i = 

II. Bei nngleicben Intervallen. • ' ' ^ - . >• ^" 

Vo* Vii ya» • • • yn entsprecben 
*o > '''1 > •''i > • • • •''n 
1. Newton^scbe Interpolationsmetbode. 
Vx = yo + ^0 (x — fl^ö) 4-'^, (Ä-:^«|,')i(aJ— X,) 

Wenn A^ = ^^-^^, B, = ?^l-i3^^; C« ^1^1^^ etc. 

D j •" i'*'-" ' • >'■* • "-■ -j-U .tl 

jla"*» ' ! , ete, ■ ,.-;•. .. .' ,1.'. ; 



Ä I 
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n 



2r. Die Lagr'angd'sdie Interpolatiönsmethode. 

Vx =«= -^Ä Vo 4- ^1 Vi H- ^2 y2 • • • ^n Vn 
Wenn A. = (^ ^x.^jx ^x.U^ ^^,) 






1 



ylj = 



(X, Xq) {X^ Xjj [Xj Xgj. . 



,.. (*2—a^o) (2^2—3^1) (3^2— a?3) 



1 


• 
• 


Vo *o 1 


1 




Vi ^i 1 


1 




Vs a^2 1 



^ — - (^ "T;^o) (^ "~ ^r — 1) (^ 7~^r + 1) • • • 

3. Ist t/a; = A^j y^ -f- A, j/j + A y^ , so ist der Werth von x 
für welcjien |/jB «in. Maximum oder Minimum ist gegeben durch: 

Vi a:% 
2/2 a:^2 

4. Graphische Interpolation. 

Man construire für ein rechtwinkliges ' Coordinaten<-Sy8tem die 
Punkte: (xp yj), (x,, j/a), (X3, j/g). . ;(x^ y^) und construire eine 
Curve, welche sich dem duroh diese Pun]jbte bestimmten Polygon so 
nahe wie möglich anschmiegt, welches am besten mit einem bieg- 
samen Lineale geschieht. Für jedes x erhält man als zugehörige 
Ordinate das entsprechende y^. Als Längeneinheit nimmt man für 
jede Axe eine beliebige Länge, äI^ bequemsten so, dass die Curve 
ganz innerhalb eines Quadrats liegt. 

Die greometrischen Progrresslonen« 

• Di« Reihe: a, a^, aq^, ag^ . . . .ag**" * 

J. « s= r = r^— 

5 — 1 : q-^\ 

3. Wenn g < 1 und n = 00 . . 

a 
8 = :; 






Unendliche Beilien. 

Vi +t/2 -Hyä-'-yn-Hs/w+i 

•n— • %+ 1 4- t^n + 2 • • •. 

I. Die Reihe ist divergent, 

1. wenn y^^, mit wachsendem n nicht den Orenzwerth Null hat. 

2. wenn JS^ mit wachsendem n nicht den Orenzwerth Null hat. 
n. Die Reihe ist convergent, 

1. wenn von einem bestimmten Gliede an die Glieder abnehmen 
und abwechselnde Vorzeichen haben. 
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2. nenn ihre Oliedfir von irgend einer Stelle «n Jüelnereiikd als 
die Glieder einer als convergent bekannten Reihe. 

3. wenn **^ ' * mit wachsendein n sich einer Zahl kleiner 4ls 1 

Vn 
nlhert. ' 

4. wenn ^^^^ = 1-. dann convergirt die Reihe, wenn die Reihe 

Vn ' 

iTi + 2ya -f 44^; 4 Sj^a +j^V\^ + • • • pnver«lrt. , ,. 






ganze positive Zahl, dann convergirt die Reihe, wenn die erste 
I der. Differenzen Oj — > ^], a^ -*- 4s • • * ?. welche nicht, ^ull 
i^t, positiv nnd grösser als 1 ist, in allen andern FäHei^ ist 
die Reihe divergent. ' ' 

Entwiekelniigr der Fnnciioneii in Reiheii« 

Eine stetige Function von x kann nuranf eine Art i» eine con- 
veigirende, nach aufsteigenden ganzen Potenzen von x geordnete 
Reihe entwickelt werden. . .. 

Wenn A^ -f ij x -^ Ä^x'^' 4^'' - •''^'^(s''^^^^^ +BjX».... 
und beide Reihen ^x^onrergeAt^ so' ist - » . • ^ I 

A^ = B^, A, s= -Bj, Aj = Bj, ^3 = ^3 etc." 



1 < % 






Der binomische Lehrsatv für beliebigre Exponenten« 

1. (l-fx)'' = l+(n),x-H(n)2x2+(n)3x9 + .'. l>r>-^I 

2.:>/M:^;=l+ix-^x«H.i44 



2.4: ■ 2 . 4.. 6 



x3 



• j_ r jy ^ • ^ • ^ . 5... (2r-- 3) 

' V ■ ; iJ3 5...(2r^l) - 

^•••^ /^ 2.4:6... 2r "^ +• 

- (\ ■■■!■..: 

Die Expon^tiaireihen Bnd Loyn^thmeit« ^ 

3. €**"== cos X -|- t siil'it/ e'***=icosx-ii8inx 

4. cos X « ,-_^— -,^8in x.=f -::-2-j ■ 



.:/.-- i 1 ^ 



9p 

,6. W«iin 8ina; = y, e-*»=^ y^V— ^y, 4;«=il<*ii (yT^-«y) 

7. Wenn cos x -^ i sin x = jf, also xi= logn y, dann i9t 

logn y =s^ rare öi|i.?— I^- « i arc cos ^ "^ ^ ii 2i arc tg ^^,'~^-*' 

2yi % . 1 +y 

8. Wenn tgx = y, c^«* = ^±-^ und x == i logn i±J^ 

1;— ly ^ 2i s 1 — »y 

9. logn (1 -f i) == X — J-x? 4- ^x« ^ . . . , 1 ^'ar> — 1 

10. lo^n (1 — x) = _ X — i x* — ix3 — , ,- . 1 > x> - 1 

11. logn -11? ^ 2 (x + 4x» 4- ia;«^ -+-....) I>x>-1 

AicJi^riterbolisolie]» Fiinetioneii. 

1. e* = (£o(x-f @mx, c-*«(£cf x — ©iiix, (£«>f*4r^(attt«xwfl 

2. (J[o{ X = -—^ , @tn X = ^ 

4. @ma: = x4. 1^ H::|y + 1^ + . • : • »^ - ©iH (- «) - 

6. (£of (a:±y) =ö (SofxjCTöfy ±j25ba; ®illy . . 

7. ©in («±y) = <^ma;.(£ofy ± (Sof x @iny 

^•^("±^) = l±X8x2:gy 



10 



W^' : -^i-r^^fl»^ 



11. Cofx -f 1 = 2 (£op — ,-.(£ofx.^ 1--^;= 2.@i^^.-^, ^ 

iz. A.0 2 - |/ (5Df«-|..i ~ Ö£ofxH*l . , ©inx 

13. Cof 3 X = 4 (Sof ic — 3 (Sof X, Sin 3 x ?= 4 ©in« x + 3 6ittx 



9J 

16. (5of (x ± Tri) = — €of X, <g5m fx 4- ttO «^ — ein x 

16. Sof (x i I TTf) = q: i ©in x, (gilt fx ± } jri) « ip i Cef « 

17. iSof Ci±2n7r0 = (5:ofx, @iii (r ±2n^0 «^ ®n** 

18. (£of X = cos xi, @in x = — i sin xt ; 

19. Wenn (Sof x = sec (/^, so Ist ®tn x s= tg ^, also 

«* K= '^ X 4* t§{ni e *» lac qp- -H ig y ■■ t» j45 4- y) 
mitliin x = logn tg J45 + -yj 

20. Wenn @in x « g i/ so i«tt (J^f x«is yi 4- j^* und 

e* =r ytqrp" -f- y, also x^ lögn (ffTv* 4- v) ^ ' 

21. (fcof X = y giebt @ tg x,f= yj/* -;— I jonittii n 

«* « V 4-^y!/^ -- a wMi « »= logn (if+ 1/»^ — 1 ) v 

22. Wenn Sof x 4- l^tit a^ =« y, alao x »s logay, so ist 

«2 — 1 11* 4-1 t/— 1 

4opi y 8» airc^in ^- ; ■ • •»= Hrc€of m . , ^ , =^ 2 Ire Slg ^-pr 

. iy . 2 V + 1 

1 4- V 1 4- V 

2». ^a X te= y, so ist"««* a* -i-Ha- und X *= i logn --J^ 

; ' ' 1 r-y 1 -^y 

.24. ^«i. kleine Wfsthe<^wn « bat man:, .' 

■ 3 3^ 

X sss <Sin X y^iz x und x = ijjg x ySof^x und liierans 

. 25. log X afc log ^\3X « — -^ log (Sof X ; log (^iit X «5=.log X 4- i lo« ^of x 
26. -logx »Flcig:2:g x 4- llog-M«» log:a:fl,f =.log X — I log (5of X 

1' . ' • . .... . • 

OMekangeii« 

1) ^Einfache Gleichungen., . ' 

X -4- h =s. a giebt X =; a — Ö 

T - I' r . M 

X — 6 = a - x==a-t"0 

Ö X a(6= ÖT k X = — - 
X 

^-♦'csa - . X =s a6 
.'="-•» - 6 ■ '■' ' ' '' !'■•' ■•"■ »'• 

fl 

I« = ö - a^ iii y«^ X bat n iW^nhe 

I y X - = 



a ' - X sfB a 



»V 



BM d«n einfachen GlefcliQng^n'i^lt, das» di« Zabl, w^cik^ mit 
der Ünl^e'kannt^ri Yerbiifidiäri i^t,- 'dili^b die efiftgegengeideüüe ^pettir- 
tion auf die andere Seite kommt,, . . _. • , 

2. Umformung oder Ordnen der Gleichungen., Zur Losung einer 



n 

OleHjlvung schafft man zaerst die Brüche fort, 'indem man beide 
Seiten derselben i»it dem Geiierahienrief multipltcirt, ferner schafft 
man durch Poten^iiung. die Wurzeln fpit, mit welchen die ünbe- 
^aimt^n behaftet siad, undceridlich-^ordnet man die Gleichung nach 
Potenzen, 4^r Unbekannten . ' Der hÖcj(ißte Exponent der Unbekann- 
ten bestimmt den Grad der Gleichung, B-ei Gleicixungen mit Qxeh- 
reren Unbekannten , ist der Gra^ der Gleichung die Smnme der Expo- 
nenten iijtt höchsten tjliede. 

Eii^e GleicHi^ng:, welche 6i<^ 'nicht nacli. Potenzen^ der Unbe- 
kannten 'ordnen lässt, heisst transcendent. Die einfachste transcen- 
dente Gleichung ist : ' „,,.... ^ 

o* == 6 und hieraus : x log a s= log &. 

3. Gleichungen mit mehreren .Unbekanntea. 

A. Die CQn^inatipn^n^thoiU. Man entwjickelt.aus J^eder Gleichung 
dieselbe Unbekannte und verbindet die .erhaltenen Ausdrücke 
zu je zwei d'urch das GleichheltszeicheiL '" 

B. Die Suhstüuiiohsmethade. Man «ntwickelt aus -einer Gleichung 
eine Unbekannte und setzt den gefmi^enen Ausdruck iq.die 
anderen Gleichungen ein-- 

C. it)le ^d^itiona- odev-Subtrqetiohismeihode. Man macht bei zwei 
Gleichungen die Coefflclenten dersel^ben Unbekannten durch 
^ultiplicaÜoA 4eT Gleißhunjgen mit entsprechenden Zahlen ein- 
ander gleich und addirt die Gleichungen, wenn die gleich ge- 
machten. i OoeffliaeQtep ungleiche , xmd. . subtrahirt dieselben, 
wenn diese Ooefflcienten gleiche Vorzeichen haben. 

D. Die Methode der Multiplfcatören. 'Mftn milHiplioirt die Gleichun- 
gen der Reihe nac-h ^it den unbestimmten Factoren a^j a^^ 
«3 . . . und bestimlnt' dieselben so, class nach der Addition aller 

' Gleichungen die Cöefflcienteii der Unbekannten bis auf einen 
Null werden. Haben die Glöichungen n Unbekannte, so wird 
die Lösung derselben hierdurch zurückgeführt auf die Lösung 
von Gleichungen mit .n-ri- 1 ünltekännten. Die Determinanten 
geben ein Mittel, die Unbekannten Multiplicatoren sofort aus 
den Goefficienten der Unbekannten anzugeben. 
Zur Erläuterung: Gegeben die Gleichungen 

c, — 6^ y Ca — ftj 1/ 



Gombinationsmethode : 



Ol aj 



Substitutionsmethode : ' ^ * ^-^ + &a y = c« 

Ad^^tlmis^ eder Subtractipnsmethod^ : _ 

Og Factor für die erste Gleichung 
ff-j. - ' - - zweite 
Sjip^d <Z(, u9d a^> nicht relfttive Pximzahlep und t; das kleinste ge- 
naei«^hafi41che Vielfache derselben ^ ; dann sind ,die Gleichungen der 

Reihe nach. mit — und — zu multipliciren. 



Oj X -i- 62 y = c. 



Methode, dei Multiplicatoren. Die Gleichungen seien : 

1. a^X'\-h^y*j-c^t^d^' 

i - 3. «3 a? -i- 63 y -+- Cj « = dj 
Aus Z> =s ^ -J^ Cj 6 



2 C3 = CTi 


62 «2 


i 


&3«3 


J62«» 


Ob&j 


62 «2 


+ 6» 


&3 C3 


4-*3 &1 «1 




ftjCj 


61 üj 


I62 Cj 


Os= C, 


6j«2 


+ C2 


*3«3 


+ <'3| 


b^e^ 


1 


*3<>3 


- - 


6, Ci 




62 Cj 



und 



sieht man, dass a^j a^, «3 [man sehe die Determinanten Seite 79] 
der Reihe nach die Factoren der Gleichungen 1 , 2 und 3 sind, wenn 
X gefanden werden soll. Es ist: 



2) = d, 



62 «2 


+^3 


•1 •* 1 
^«3 


-f^r 


«;'c, 


a 


diftjCj 


&3«3 


/ 


4*Ci 




6*/t 


--- , 


«^3 ^3 <'3 



•d. h. 



^±ai 62 <^3 



X =s ^-^ \' ^ und ebenso y =s - -H * * ^ , « = -^r-i 7 

-r± 0^62^8 -? ±«1*2^3 -r±ai62«3 

Für die oben behandelte Gleichung mit zwei iJnbekannten hat man 



^•±c. 6, 



IXf^ 



Für die Gleichungen mit mehreren Unbekbnnt^n. lassen sich nun 
sofort die Werthe für die einzelnen Unbekannten, darstellen. 



Proportionen, 



i 



1 . — = "x <>"®r a : w^h '. ß 

2. a/J s= 6 a, a = -^, ^ « — , a =« —J-, 5 s -^ 



/» 



a 



a 



^ an ^j**^__^ 

* « /5 «n /9 



4. 



a : n 



CK 



a : f| 



h: n 

ß a:n ß 



^* «n ■" Ä« » » — ;; • "' " '" " ' ' 



, sd ist 



6. Wenn-^:^ Annd^«^ 



i } > 
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7. Wenn 



a 



a 



yj T :^ *- -j • = A, so ist auch 



a 



an -fbm^- ep -4- .^ 
an -j~ ßm -^ yp -j- . . , 



= ik 



8.. Aus — *=» -j- folgt nach (7) 
- ~= lL= «H-.^ _ a— ft 

. ^f a 

' h ' 



ar\-ß a-^ß 
a-^a a — a 



und 



'. f; 



Theilimirsreclinitiig. 

1. -Ea sei a; + y ^^ a 4- « . . . ^ ^ ^^^^ 






.2 



ti5~ 



Z-A'^ V^—r 



bS 



<i w . a + J + c + rf» '^a + ft + c + d 

2. Wenn a: + y 4.^ ^ ,, ^ ^ ^„^ .: ^ ^ ^ 



etc. 



X 

ä 

X 

c 

z 

7 



b 

z 

T 

u 



' dann «t a;«-^., miso • 



a; c z 

a ad' 

T^ ^ cz fcu 



' = 7.. ""%-rf=;äi^ •'»«'''« 



— te iL _ ** /'<"« . 

^ -.■«,-*, r s = ^ «•*", •»<='' 

(Durchschnittsrechnujpg.) 
Wenn a, das Gewicht «,.hat, .- _ ^ 

* I '» i 

^ " 1 . '>. . /«^n J _-^*^ mittler^ Qewicht v 0^ 
^ «1 4- ffj -f. a^' . . . a„ «sei a,«o ist 

^öj 4-aa ,. :. a^ ..^. 
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Oleieliiingreii zweiten (i^adeg« 

1. Die Gleichung Ax« -|- Bi;4- C « giebt 

— — ^ H- V^' -—JAc __ -^g — yg» —-4X0 

2. Der Ausdruck u~ » |/Äx^'+~Bx~+-~C ist rational in Bezug 
auf X, jrenn ß* = 4 AC. 

3. per Ausdruck u^Ax^ + Bx+C id» gleich A(x—Xi) (x— x,) 
wenn i^ und x, die ift (1) gefundenen Werthe haben. 

A 



4. «1 -j- Xj s=s -p^ Xj X, 



Oleiehungren dritten Grades« 

1) / (x) = x3 + a^* + fta; tJ- c = . 

Man setze: x=:y ~ y j 3p = — Z'' (— y) 5 2 g « — ^ V t) ' 
80 ist - "' 

Setzt man y = m -f- e und u^ -^ v^ s= 2g, so wifd uv = p und 

3 _— — - s 

Merauiu *= Vg + l/g*— p*, v = Vg— l/?*— PS imd 

yj *? w 4- V, yj == ' ^ -f y («^— «) V ^ » 

yy^ ^^ y-Cu — v)-y 3 

Vj und^ 1/3 sind die Wurzeln der'Gleichung^ 

C7 -- ^a;3 4_ BJC« + .£x^:-h D igt .gleich - 

'■-_ -A (x — X,) (x — Xa) (« — X3), wenn 

*i> ^a.» ^3 d^ö Wurzeln der Gleichung 

- ^ I7=*"0" sind. ' • - "' 
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Gleiehnngreii Tierten Orades. 

1. f(x) — 14 ^ ax» + 6«« 4- ex -h d = 
Man setze x a=s y — 

Sind z^, Sj» 's ^^ Wurzdn der Gleichung 

«3 -h 2|7«> 4- (|)2 — 4r) « — g* « dann iAt 

Wenn g > und "^«j positiv, so muss y^«7 Y*z ■= -7— > 

Ml 
und wenn 

g<0und/i7 ;, „ „ /i^Vi; = -^<0 

y*i 

2. Wenn y^ + oi/2 _|- fty ^ c •« und ebenso 

u^ — av* — 4ott 4- 4ö« — 6* BS 0, 80 ist 

\ yw — a/ 

j,2 _ y /w — a = J j— w — -7==) 

\ j/fi — aJ 

3. Ist x^ -f 4a x' + 65 x^ + 4e X + (2 s 0, so bilde man: 
(x« -f 2a X 4- 6 4- 2!/)« — (2|) x 4- g)* = 0, alsdann ist: 
p» = a« — 64-y; g2 =(2y4-&)»— d;i)g = aft — c4-2ay 

und (a* — 6 4-y)((2y 4-6)« — <r)a=:(a& — c4- 2ay)*, sowie 
y» = (62-ac4-^((i— 6«))y4-i((a6— c)»-(a«--6) (6»— d)). 

Bezeichnen p^^ p^i Pz ^^ ^^'^ Werthen 1/,, 1/21 !/3 entsprechen- 
den Werthe von p, so ist: 

*i «=Pi +P2 4-P3 — «; 2:3 «= —p, 4-p^— -Pj —a und 
*«=Pi — P2—Pz — ^\ x^Tss — P|— P24-P3 — «• 
Da man g stets positiv nehmen kann, so bestimmt sich das Vor- 
zeichen von p, aus: pg s= a& — c -j- 2ay. 

in den meisten Fällen werden sich die Wurzeln bequemer aus 
der folgenden Gleichung ergeben. 

i«4-2ax4-^4-2y = ± (2x >/a^. — 6 4- y 4- ^^ ^ + 2ay \ 

\ Va«— &4-!// 

Höhere Gleichnngreii mit einer Unbekannten« 

1. Wennf(x)Äi4oX*+^i«"'"*4-^.*"->...i4^_iX4-il„s=0 
die Wurzeln Cj, «2, x^ ... x,i hat, dann ist 

f(x)ssA^ (x — Xj) (x — Xg) (x — »s). . . (x — x^) und äs ist 

7 
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C (Xj ij . . . i^J = -j— 

C (^Xj ajj . . . x^j CS — — 

C (Xj Xj . . . x„) = (— 17 -T^ nnd 

C (Xi Xa . . . x„} = Xj X, X, . . . x^ « (— ly» -T^. 

2. Setzt nan in /"(x) s: 0, -^ für x^ dann hat man die Glieder 

der Oleichang der Reihe nach mit 1, 9» p', p' • . . p** z« Btultiplidxen. 

3. Setzt man py für x, dann hat man die Glieder von ^(x) der 
Reihe nach darch 1, p^ p^ . , . f^ zu dividiren. 

4. Eine Gleichung ungeraden Grades hat wenigaten« eine reelle 
Wurzel, (las Zeichen derselben ist das entgegengesetzte von A^. 

5) Eine Gleichung vom Gfcde in, in welcher A^^ negativ ist, 
hat eine positive und eine ndgatrre feelle Wurzel. 

6. Eine Gleichung hal höchatens so viele positive Wurzeln als 
Zeichenirechsel und höchstens so viele negative als Zeichenfolgen. 
Die fehlenden Glieder sind durch ^f; zu ergänzen. 

7. Die Gleichung f (x) ss hat zwischen den Grenzen Xj und 
Xj so viele Wurzeln, als Zeichenwechsel bei f (x) zwischen f (xj) 
und ^ (x,) vorkommen. 

5. Wenn / (x) auf die Form; 

gebracht wird und By B^y R^, , . M^^ sind alle positiv, so ist a eine 
obere Grenze der positiven Wurzeln, 

9. Wird f ( — x) auf diese Form gebracht und findet für die U 
das eben Oesa^ statt, so ist a die untere Grenze für die negativen 
Wurzeln. 

10. Setzt man in f (x) für », — und — — , so erhält man wie 

X X 

oben die untere Gren^ der positivep und die obere Grenze der ne- 
gativen Wurzeln. 

11. Aufsuchung der rationalen Wurzeln. Ist a ein Factor von A^ 
dtLun ist a eine Wurzel der -Gleifiliung f (x) sk 0, wenn 

^ + i4„_, = (?., % + .!«-»=■(?». T- + ^«-» = <?»•• 
a CL o. 

wird. Sobald eine der Zahlen Q keine ^«nze Zahl wird, ae ist ir 
keine Wurzel der Gleichujig. 
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t2. Irrationale Wurzeln. 

Wenn x^ and x^ ein Paar Nthervngswerilie sind, siehe if (7), 
dann ist angenähert ^ 

Diese Regel ist besonders brauchbar bei transcendenten Glelchangen. 

1^. Newton's T<f%henmgsmethode. 

Wenn eine Wurzel zwischen X| und x^ -^-'l' liegt, also In 
f{x) «B f(x^ ^h)»0, A ein Echter Bruch ist, so Ist an- 
genähert ' . 

A«8 diesen Gleichnftgen findet man angenähert h. Aus A ist 

' — ?^) 

14. Verbesserte Neivton'sche Melhodfi. 

Wenn x zwisehen x, und x, liegt, also f(X|) und f (x,) ent- 
gegengesetzte Verzeichen haben, und 7^1;}, )f^(ir) und /*' (x) 
endlich und stetig bleiben von x ss Xj bis x ss x, , so ist, 
. bei gleichen .yorze^chen von /'(x) U9d /"(x) 

bei angleichen Vorzeichen von f (x) und T' 0") 

15. Homers Methode. 

Aus der Gleichung 
• /Xx)«i4^V»+i4,x*-*+^2**""' ..••^«=»0 

1)i]de man, wenn a. ein Nahez^ungawerth und a-f-l^x^aist:. 

B^(x— «y»+Ä„_ i(x— «)»»- » . . . Äi(x—a) + U = 0(S. Seite 82). 
Man setze 

B, " rw 10 . 

Nun bilde man 

«'- ('-«- Är+ «'"- ('-?r,Ä)** !• • • «'. (r «- s)+ ^"» 

Haben nun 12'} und R' gleiche Vorzeichen, sp ist 'ß zu gross 
gewählt, man hat dasselbe alsdann zu' vermindern. 

7* 
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' Man setze nun ,-=7- ss ^^ und verfahre wie oben. 

ic j 100 

Die B' R" B"' etc. werden eich der Null immer mehr und mehr 
nähern und man erhält: 

^'^"■'"Tö ■*■ lÖO 



• • • • 



16. Hat eine Gleichung die Wurzel a 4- 6i, so ist auch a ^^hi 
eine Wurzel derselben. 

17. Wenn die Gleichung n^^ Grades f(»)» 0, r gleiche Wurzeln 
a hat , so ist auch a eine Wurzel der Gleichung LP f{x) sa , wo- 
bei für p alle ganzen Zahlen Ton 1 bis t— 1 zu setzen sind. 

IHe reciproken Gleichnngen« 

4-^j Jt* 4- AjX + 1 »0 

2. ««'»+» 4- AjX»» -f-ilji«»-» -4^«»+i — il„i« 

— i4jx* — i4iX— 1 «0 

3. X«« 4-A,x»*»"*-f-ul2X«'»-« 0.x*— 

— iij x« — A, X -^ 1 « 

4. X«* 4.i4iX«»-«-|-AjjX*«-> -|-^jt»4- 

4- iljj X« -h A, X -I- 1 sss 

Diese Gleichungen lassen sich alle auf die Form unter (4) zurück- 
führen und zwar (1} durch Division mit x 4- Ij (2) durch Division 
mit X — 1, tind endlich (3) durch Division mit x' — 1. 

5. Wird die Gl. (4) durch x* dividirt, so entsteht 
Setzt man für x 4 } < > so ist 

X 

XX X 

wodurch die Gleichung (4) vom 2nten Grad auf den n^n Grad zurück- 
geführt ist. 

Die reinen Gleiehongren nten (j^rades. 

n 

i. X* BS a giebt, wenn x ss y'^ a gesetzt wird 

y" « 1, also y « T/T « cos -^ — |-«8in — ^, wobei für p 
alle ganzen Zahlen von bis n — 1 zu setzen sind. Setzt man 

C08 — 4- 1 sin — « f, so ist j/l «BS ««1^. 
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2. ^ SB -^ a giebt, wenn x am ytY^ ffwetzt wkd 



cos 



y* » — 1, also s/ «= V — 1 « 
^ ^^ ^ -f» isin ^ ^^ ^ » €*'^**, p wie in No. 1. 



Ble Tergrlelehmig der 9r9w6A mittelst der Zahl nnd die 

bltrgrerliclien Bechnnngrsarteii« 

1. Im Folgenden werden unter den grossen lateinischen Buch- 
staben stets GMSssen und unter den' griechischen Buchstaben Zahlen 
-▼erstanden; die Einheiten werden immer mit e^ e^^ e^ etc, be- 
zeichnet. 

Ist il ai ff • e , so heisst A durch e gemessen (a e) eine benannte 
iahl. 

Zwei oder mehrere Grössen heissen gleichartig, wenn sie durch 
irgend ein gemeinschaftliches e gemessen gedacht werdeh können. ' 

•A <t 

2. Ist A BM ae, so ist auch uA ^ (ua)-e und ^ es' — . e. 

3. Sind Assft.e, B s» ß^e, C say.e etc., so ist auch 

A ± B ± c . • • « C« ± /» ± y • • « «ö<i 

ABC 

a ß r 

4. Nach 3 ist A s 4- B s-> — C* etc., d. h. A ist durch JB. 

ß r . 

€ etc. gemessen. Ist hierbei -^ rational, so heissen A und B 

«ommensuiabel , dagegen incommensurabel , wenn -r- irrational Ist. 

ß 

ACE a 

5. Ist -TT- «» -=r «■ -;r • • • ■" -:r » so stehen die Orossen in 

B D F ß 

Proportion. Eine Unbekannte kann dann stets aus drei gegebenen 
Orossen gefunden werden (regula de tri, gerade und umgekehrte). 

6. Ist das Verhältniss -^ bedingungsweise ausgedrückt durch die 

B 

Verhiltnlsse -~, —^ , —2- etc., so dass: 
ßx ßt ßz 

-^ — -^ wenn o, =./Jj ; «3 « /J, etc. 
a ßi 

— - « ^ wenn «i «» /?t ; «s * ßt «*«. 
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— —.-^ wann •, • /Jj ; «, — ßt «*^- 

-.so 0114» 



• • 



JS Pt P% PS ••'* 

(Zusumnengesetzte regoU de tri). 

.■T.jJilr fipe Cfiai8a,il «««•^ xk .venPfadelA i« eine Gfüeee 
Xs|<e^, deren .yerscMedene finheltea. ^eIJ(Büpft sind durch 
ein YoUständiges l^y^tem von ' Gleidiungen / sodass: 

fi'C =/eii de^ ^ te^i Ce, = 17«, etc. /u.«,»^j 5= y«^^ 
80 ist: -V =* /> . ^ — • (Kettenregen. 

' '$. Soll eine Orosse l3 In die Theile A, B, 0, D zerlegt werden^ 
so dass diese Theile sich verhalten yie ßie Zahlen «,,/}, y. . -r 
so hat man , wenn «4-^-hy.***===<y 

5/9 5 

it = — *.o. B=ss 2?, C=s — . y etc. 

(Gesellschafts- oder Repartitionsrechnung) 

9. Bezeichnen f^, ^22 : *. * f« die finheitswerthe von verschie- 
denen Grossen nnd mischt man davon a^, «v, • • • «n solcher Ein- 
heiten so ist der Einheitswerth der Mischung 

i sss . 

(Mischlings- oder Alligationsrechnnng). 

€» ff, ^ #■ UTa . . « • ' 

Für zwei Grössen ist : f *= « ^ . — =—^ und dann 

«1 4- «a 

• '*** ' — ^a _ ffi + «a ^ 

• ■' ' ^ ' • ' ■ ••■ . "• • ■ 

10. ~jr A heisst p Procent (p^) von A. 



...1 



11. Einfache Zinsen. A das ausgeliehene Kapital, p die Pro 
cente, n die Jahre, Z die Zinsen: 

z«^^^V 

100 . * 

12. Kapital mit Zins. Disconto. 

Z-^'A ^ W, 

^"'^^"lör^ 100—^ . 
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13. Zins auf Zinsrechnung. 

"1"^ » q der Zinafass. W der EndwMtli des Kapitals 

nach n Jahren. 

W «B ilg», log W = logA -f nlogg. 

14. Rentenrechming. Wenn B Thaler jährlich zngelegt oder fort- 
genommen werden bei p% Zinseszinien , W der Endwerth, so ist 
nach n Jahren 

j-i 

Bei der eigentlichen Bentenrechnvng ist nach n Jahren, TFbso, 

also: ilg" s= — ^^^ ^ . B die Rente, A der Wetth der Rente. 

9—1 

15. Sind 'einzelne Summen 2a zahlen: 

Jf , nach fi| , K^ nach f^s » * ' * -^m ^^^^^ '^m 
Zeiteinheiten, so kann ohne Nutzen und Schaden die gailce Summe 
K^ -\- K^ ' ' * Kfg^ gezahlt werden nach: 

^ ^ ^i»^+/^«*'»-"/m?m ,^1^, Zeiteinheiten. 
^1 H- ^j • • • ^« 

(Mittlerer Zahlungstermin). 

.. Goniometrie« 

Die Functionen in den yier Quadranten und Grundgesetze. 

1 . cos a 8= sin(90-a) 2 . sin a « cos (90-c() 90>a>0 

3. cos« = — co8(180-a) 4. sina^ Hin(180-«)J,öA-^_.^oft 
« _ sin («-90) = cos («-90) ( ^ «'>>«>^0 

5. cosa=» — cosTa-lSO) 6. sin er«» — sin (a-l 80) j o-ft>.^ ^^ioa 
=r — Bin (270-«) « - CDS (270-^)} ^7»>«>1»« 

7 . cos « s= cos (360-a) 8. sin a ■« — sin (360-a)/ ««a«^ ^^«»»ta 
= sin («-270) = - cos («-270)} 360>«>270 

9. cos(360*n + «)=scosa, 10. sin (360 n + a) ss sin a, n eine 

ganze Zahl. 



11. 


cos (— tt) s= cos a 


12. 


sin (— «) SS — sin a 


13. 


sin « 

tga s= 

cos a 


14. 


cos a 


i/Ufag CS SÄ 

Sin a 


15. 


tg a cotg 0=1 


16. 


1 

sec « =B -^ — 
cos a 


17. 


1 


18. 


sin* a -f- cos* « * 1 


sin o 


19. 


1 4- *g* « =* sec* « 


20. 


1 -|- cotg* a aas cosec* a 
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Eine Function ausgedrückt durch die andere. 

tg« ^ 1 

yi -htg* a >/l 4- cotg* a 

1 ' . cotg ff 



1. sin a SS y 1 -- cos* a 



2. cos a s yi — sin* a 



3. tga 



4. cötga 



sin a 



y\ H- tg* a yi 4- cotg* a 

_ y 1 --• cosr^ _ 1 



yi — Bin* « cos « 

yi — sin*^ cos a 



sin a . yi — sin* a 



cotg ä 

1 

tg a 



Formeln, in welchen zwei Winkel vorkommen. 

1 . sin (ff 4: j5) Ä sin « cos /5 ± cos « sin ß 

2. cos (ff ^ /9) =s cos ff cos ^ ^ sin ff sin ß 

4. cotg(ff±/9)=r * er-r 



cotg/^icotgff 

sin (ff 4- Ä + sin f« — ft = 2 sin ff cos /S 

sin (ff 4" /5j — sin fff — ß)ss7, cos a sin /? 

cos (ff 4- /5) 4- cos (ff — /?)=*= 2 cos ff cos /J 

ooB (ff 4- /JJ — cos (ff — /?) a= — 2 sin ff sin ß 

sin ff 4- sin^ = 2 sin | fff H- ^) cos ^ fff — /9) 

sin ff — sin/? « 2 cos X fff -j- /9) sin 4 (« — /S) 

cos ff 4- C08/9 == 2 cos I (a 4- /9) cos J (ff — ß) 

cos ff — cos/9 as — 2 sin ^ («4-/^) sin { (ff — /?) 

^ sin(ffH-/S) 
tgff 4- tg/9 = ^ ^^^ 

" ^ ^^ cos« C08/9 

sin (ff — ß') 

tgff — t%ß = ^^ ^ 

•^ cos« cos/9 

. . . 8in(ffH-/9) 

cotgff 4- cotg/9 = . ^ : \.^ 

^ sma sin/9 



5. 

6. 

7. 

8. 

9. 
10. 
11. 
12. 

13. 
14. 
15. 

16. 

17. 
18. 
19. 
20. 
21. 
22. 
23. 
24. (cotgff 4- cotg/?] 



cotgff ■— cotg/5 Ä — 



sin (ff — /9) 



fsinff 4- sin/9) 
(sin ff — 8in/9) 
'sin« — sin/9) 
[sin ff — sin/8) 
^sinff 4" 8in/9j 
(cos ff -^ cos/9' 
(tg«4-tg/9' 



sin ff sin/9 

cosff4-cos/9) = tg|(a 4-^) 

cos ff 4- C08/9) = tg i (« — » ^) 

sinffH-8in/9) = tg | (« -^ /9) : tg ^ (ff-|-/9) 
ff — cos/9) = — cotg^Jff 4-/9) 
ff — C08/9) » — cotg 4\a — ßy 

= -tgiC«4-«tgi(«-ft 

sss sin (ff H- /9) : sin («— /9) 



cos 
cos 
[cosff 4-C08/9) 



rtgff — tg/9) _ ^ 

(cotg ff — cotg ß) = -* sin (ff H- ^) : sin (ff-r-^) 

25. sin r«4"/9) 9in'(ff--/9) = sin*« - sin* ß = cos* /9 — cos* a 

26. cos («4^/9) tos (ff— /3) == cos*ff — sin* ß = cos*/? — sin*« 
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Formeln, in welchen ein Tf inkel, oder ein Winkel und 

der Winkel von 45^ 'vorkommt. 

a a 2 

1. sin «SS 2 sin -r- cos -77- ^ 

2. sin 2 IX =3 2 sin a 008 a 

3. sin 3 OBS 3 sin tt cos' a — sin'a 

4. sinn a = n sin « cos" "" * « — (11)3 sin' a cos* "* ^ a 

"H 'C'Oö^^* * cos**" ^ a — ... 

5. cos a S3I cos* TT — pin* --- = -: : . 

6. co82a = co8*cf — siri*« 

7. cos3a = cos3a — 3 sin'« cos a 

8. cosnasscos**« — (njjsin'acos'*"" ^ij^^^^gin^Äcos*"*« — ... 

9. 2cos2 « ss= 1 4- cos 2 a 2cos* — - « 1 -f- cor« 

10. 28in*a=sl — coß2a " . 2sin2---=a=l — cos« 
. , a sin a 1 — • cos ar 

11, tg -tr- = -; ; r sä — ^* . 33 COSeC ft — COtgA 

2 1 + cos « 8in a 

.^ ^ a sin« ' 1 -+- cos« 

12. fotg -rr öS T — ' — ~— «= ^-^-A "= cosec« + cotga 

. -2 1 — eosa sina 

.o^ /** «\ cos« 1 — si"»« 

13. tg (45 - -^j =. jqrita7 = ^jj^ = sec« - tga 

= cotg(45 + |) 

4A X /jr «\ cos« 1 + fiinot 

14. cotg (45 - ^) = -j—^^ ^^^ = sec« + tg« 

= tg(45 + j) 

16. T— ^- — 7^- = cotg f« -- 45) 

1 — COtgtt ' ^"^ j . 

' littet tJOt«' tf -^ 1 

17. tg2« - .^,4:^ 18. cotg2« - ^^j^ 

19, tg« '^^- ^^ 20. cotg« =Ä — — ; 

2C0tgy 



1 


— tg2 a 

.«4 


1 


—'T 
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Potenzen von einus nn4 cosinns. 



2 cos' a SS G06 2 ft -)~ 1 

4 COR* « SS C083 « 4- 3 cos « 

8 cos'* a == 008 4« -+■ 4co82ft + 3 
1^ eos^ a SS cos^a -^ bcos^a ■\' lOcosa 
32 cos«« = C086« + 6co84« -j- 15co82« -f- 10 
64 cos^ « B cos? « 4- 7 C085 n 4- 21 <:*B 3 « 4- 35 cos « 
12S cos«« =« cosS« -H Btosßa + 28co64« 4- 56co82« -f 35 

2 sin« a SS — cos 2 a + 1 

4sin3as= — sin3a4*3^^^ 

8ai'n^a= co84o — 4co8 2a + 3 
lösln^ttB sin 5« — ösinS« 4- lOsin« 
32 stn*K Ä — cos6a •+• 6ca»4« — löcpsÄ« -|- 10 
64 sin'^o = — sn?« 4- 7 8in5« — 21 sin3a 4- 358in« 
128 sin*« =: cosS« — 8co8 6« -f- 28co84« — 56cos2«4-35 

Formeln zwischen dr^i Winkeln, depn Summe 

180<> beträgt. 

^ ß y 

1. sin « + sin/S + sin>/ = 4 cos — cos y cos -^ 

2. sin« + sin/9 — siny = 4sin y sin y cos -^ 

3. sin 2 « 4- sin 2/S + sin 2 y = 4 sin « sin /S sin y 

4. sin 2« 4- sin2j^ — sin2y ss 4 cos « cos /? sin y 

5. sin* o -H sin« p + sin* y =1 cos « cos /9 cos y + 2 

6. sin* « + sin« ß — sin« y » 2 sin « sin ß cos y 
1. tg « 4- tg ^ 4- tg y SS tg « tg /9 tg y 

8. COtg y + COtg -|- + COtg ^ SS cotg y cotg -|- cotg -|- 



Reihen und Produkt«. 
1. sin a 4- sin (« -h /?) + sin (« + 2/>) . . . sin (w 4-^/5) 



.i„|«+:^,,taf!^^;iL^ 



2. 008 « + cos (« + /S) + cos (o + 2/S) . . . cos (o 4- n^) 



_ ""^ (" "*" y) 



2 



.l»i- 



t08 



x7 



n 



3. 8mi«x--+ — _— ... 

6. Cotga:= l(l - 2^ |ix^ - 24 |ia;^ -2« If X« ) 

«1/l^^^^^lfl^^! )^>x>- 

X \ 3 45 945 4725 ]^^^^ 

Bi ^3, B5 . . . Bernouillische Zahlen (Seite 85) 

; sin^ X 1.3 sin*x , 1.3.5 sin'^x . 

^^ 3 ^2.4 5 ^2.4.6 7 ^ 

8. X = tg X — i tg3 X -|- I tg* X — 1 tg' X -|- . . . tg X ^ 1 

3 ^ 

9. Aus 3 und 4 ist angenähert: x = sinx^secx. 

Formeln zur Berechnung der Functionen kleiner 

Winkel. 

1 

Es bezeichnet fc die Zahl log < -, =s 3,5363 

arc 1' 

und di7 logcos a :b 10 — log cos a = logseca. a' die Minuten- 

zahl eines Winkels. 

1. log sin a' as log«' — (fc + ^dElogcos o) 

2. log«' SÄ logsin«' H- & -j- l^dfilo^cosa 

3. logtga' s= log«' — (& — jdJFlogcosa) 

4. loga' slogtga'H-fc — fdElogcos« 

Gleichungen zwischen den Arcus der verschiedenen 

Functionen. 

/ '■ M 

1 » arc sin w »» arc cos y 1 — w* ass arc tg 



2. arc cos u ss arc sin |/l — u' as arc tg 



>^1— M> 
u 



j 
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o. aic tg u as arc sm — .— aas arc cos— ==r aas arc cotg — 

■j/l-l-u» Vl+u* tt 

2u 2u 1— -1«^ 

=s 4 are tg . =- = iarc sin —- — - ss arc cos t-- — ; 

4. aic sinu jt ^'^ "^'^ '^ *=* *'® ^^'^ ( ** V^ — v^ -^v yi — u*) 

■« arccos (}/ 1 — w* }/! — v* ^ m i>) 

5. arc cosw ^ arccos v sä arc sin ( v y^l — ii^ ;j^ « |/1 — i?») 

« arccos (uv qi )/l — i*« |/1 — r*) 



6. arc tg u ^ arc tg v s= arc tg 



1 ^ UV 



Allgremeine Gesetze der ebenen Trigonometrie. 

1. Das rechtwinklige Dreieck. 

a, h, e die Seiten nnd a, ß, y die Qegenwinkel derselben, beim 
reelktwinkligen Dxeieck, y der rechte Winkel, /die Fläche, r der Radius 
des umschriebenen nnd q der Radius des eingeschriebenen Kreises. 

2«ssa4~& + <^; &1^ ' der halbe Umfang. 



a 
e 


aas sm a — ÄS cos ß 
c 


6 -te« 


c 
a 


c 
= cosec « -r- SS sec « 




6 

— = cotg a 
a 


a 


SB e sin »'& tga 


■ ^ « 


b 


ass e cos a es a cotg a 




€ 


SS a. cosec a i= 6 sec a 


• 


f 


_ a 6 a* cotg « _ 6^ tg 

"" 2 "^ 2 "^ 2 


a c^ sin 2 a 
4 



2. Das gleichschenklige Dreieck. 

a die Grundlinie, h der Schenkel, ft die Höhe. 

a:2 .a A »a: 2 ^ a 

— ■ ^ sin — . — s=s cos — . = tfl: — 

h 2 ' 6 2 ' A *^ 2 

6 et & ft A a 

Ä « &COS Y= y C0tg.y 

6 a= — cosec "nT =* Ä sec -^ 

. a : a* . o 1, . « 6* sin « 
/>«_.»=— cotg ^ -A» tg 3- - —^— 



HO 



3. Das schiefwinklige Dreieck. 
a b e 



= 2r 



sin a sin ß sin y 
a 4- & __ cos 4 (g — ß) q — 5 _ sin ^ (« — ß) 

c cos K« 4- Ä ' ^ sin ^ (« -|- /?) 

a — h tg |(« — ß) 

a s=sh COB y-\-e co% ßj b =^ e cos a-^a cos y, c = a tos ß -\-b coi a 
a» =a 6»4-c»— 26ccosa=(6+c)»— 46cco8* Y = (&— c)«-|-46c8in*Y 



sin 



^2 V 9 (8 — a) 8 - 



absmy a^sinÄsiny * « . . ^ . 
' 2 2 sin « ; r / 

= (>2 COtg -^ COtg -^ COtg X =» }/« (« -^ (j) (« — *) (« — c) 

abc 
^ 4r 

Formeln zur Berechnung der Stfioke ebener Finrnr^n. 

1. Das rechtwinklige Dreieck. 

Ausser den schon angeführten Bezeichiinngen ist noch: h die 
Höhe zur Hypotenuse, u und v -die Projectioa^n Yoa a und b auf c. 
a2 + 6» = c«, a^ =c .u, b^ =c .v, Ä^ = u . t; 

2f=ab = hc, h = — = "^ 



Ya^ -h 6* 



Berechnungen. 
i4. Wenn gegeben a und 6, so ist 



a 



tg (t = — , /} = 90 — 0,0=: Ya^ ^ 62 Qjier c =i ftsee o 

ab 

B. Wenn gegeben a und e, so ist 

b = |^(c + a) (c — a), sin a « — , /? = 90 — « 
a>/(c+«)(c-a) ay(c + fl)(e-fl) 

/l s :— ^ ^ ^1^ — _-_jp ^-_ — 
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C. Wenn gegeben c und «, oder c und ß 

a SS e sin a oder a sc e cos /9 

& SS c sin /9 oder & ^ e cos a 

c sin 2 /J c sin2 g c» rin 2 « c^ sin 2 /g 

Ä «___«-_ , ;-«. j « j 

D. Wenn gegeben ist a und a ode^ a und j9. 

c SS a cosec a oder e &= a sec ß 
& SS a coig o oder h ss atg ß 
hss a cos a oder ft as a sin /} 

/ = -^ cotg « oder / = "j" *« ^ 

2. Das gleichschenklige Dreieck. 
A. Gegeben a nnd &. 

sin -|- - CO» /9 = -^ 



B. Gegeben o nad «. 

& « -^ cosec _ , ^ =5 90 -- -j- 

C, G^eben a und ß. 

ftc«-y.seoft-|-« 90-/9 



D. Gegeben 6 nnd a. 

a = 2 6 8in-Y, /*— ^ - "f- 

«^ ^ 6* sin « 
A« ftcos-^-, r = 2 

E. Gegeben b und /9. 

a « 2 6 008 /J, -^ « 90 — ^ 

6« sin 2 /S 
h sss h ein ß, ^ = K — ^ 

3. Das schiefwinklige Dreieck« 
Wenn x die Promotion yon 6 auf c ist, so ist, je naehdem a > 
oder <: 90® ist, a^ s= &* -4- c* + 2 ex; A die Höhe auf a, so ist 

/«i^ nnd /- *» V« (^ - a) (1 - &)<.« r- cj; ^ «— ; r « j^^ 
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Ist im Dreieck ABC, DE-^BC tind liegt D »nf AB, sowie 
E anf A C, so ist ' 

^_^^^ d— «?:? — 
AB" AC'^ BC^ AE^ EC'^ AC 

Ein zweites Dreieck habe die Seiten Oj , 6] , c^ , die Winkel 
<^i) i^i> >^i ^^^ ^^^ Inhalt /^, 80 hat man, wenn assa^ oder 
«-|-aj=180o 

Aehnliche Dreiecket aasa^, ß'^ßn Y^^Y\ ^^^^ — =s — = — 

Dreiecke sind ähnlich, wenn 

« = «1 und ß =. ß^ 

a SB a. und -r- = — 

^ 6 c 

-7— s= — und ß =^ ßi wenn zugleich y + yj ^180* ist. 
Oj Cj . <^ 

Die Umfange ähnlicher Figuren verhalten sich wie ein Paar homologe 
Seiten. 

Die Inhalte ähnlicher Figuren verhalten sich wie die Quadrate 
von homologen Seiten. 

Sind Aa, A&, Ac, Aa, A^ und ^y zusammengehörige kleine 
Aenderungen der Seiten und Winkel und Aj , A, , A3 die Höhen 
auf a, b nnd c, so ist: 

Aa BS cos )/ A& + CO» /S Ac 4- A| sin 1'.' Aa 
A & SS cos ff Ac 4- cos ^^ Aa 4- Aj sin 1" A/9 
Ac sas cos /S Aa 4- cos a A6 -j- A3 sin 1" Ay und • 
A« + A/J -|- Ay= 0. 

Berechnungen. 
A. Gegeben a, 6 und c: 



6« -i- c« — a» 

oder auch cos a = jr-j — 

2 oc 

B. Gegeben 6, e und a: 

2 2 2 6 + c ^ 2 
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e b 

cotg ß = -— cosec « — cotg « nnd cotg y ss= — cosec a — cotg a 
ö I c 



=« |/(6 + c)2 -46cco82-|.=« j|/(6 ^ c)2 + 46c sin» -^ 



(& + 6) sin -^ 

X oc sm a 

cos ^ 



2 sin 4- "K^ 



2 

Es ist auch a 8= (& — c) sec <p , wenn tg fp == 



5- 
C. Gegeben 6, c und ^ , 5 ]> c : 





sin y --^ « — 180 — 09 4- y) 




& sin« ^ 6c sin u 
" "" sin /9 ' ~ 2 


D. 


Gegeben a, ß, y: 




a = 1800 — 0? 4- y) 


• 


, ' a sin ^ a «in y 
6 = —: — 11 csB— j — ^ 
sm tt sin a 




^ a^ sin /?• sin y 



2 sin a . ' 

4. Parallelogramm. / 

a nnd b die Seiten, y der eingeschlossen« Wjnkel, 

p und 9 die Diagonalen, (p der zwischen ihnen liegende Winke], 

h die Höhe auf a, JP der Inhalt. '...,-.-.,. 

1. F = a A = a 6 sin y =s ^ p g sin fp 

F F pq sin (f ^ p q sin ip , .^ 



2. a ;=.;—=: 

■ « , r 

a. 6=s 



A 6 sin T' 2h 26 sin y 

F'' pq im (p 



a sin Y 2a sin y 

4. i» _.-^:i2F_ ^ y^2 ^i ^2 _ 2ä6 cos y ... 

5. g = -4^ =fcya?.-^ö2,-r|-:2a6o<>sy 

p sin o) ^ ' ' '• - 

^„ ^ i , - .. , . . . . ; ä V 

6. Ä s= — = 6 sin y 

7. 2'(a2 + 62) «:>|>a ^ ^ . , ; ' ■ " "' !: 

8 



t- 
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5. Das Trapez. 

a und b die beiden parallelen Selten , c und d die nicht parallelen 
Selten, h die Höhe, er und ß die an a liegenden Winkel, a an e. 

p und q die Diagonalen , $p der zwischen ihnen liegendet 'Winkel, 
F der Inhalt und f der Inhalt des A aus a — hy e und d. 

_ (a^h)h ^ (04-6)/^ (a4-6)c8ing (a^—S^ sine sin j? ! 

2 "^a — 6"^ 2 28in(a-hfl ' 

_^ ygsiny _ ^^ _ ft» sin (er -f /9) 
2 2 sin « sin /9 



2F— 6A 
2, a = .- 



2F 



2 (F -f h«) sin a sin /S 



= 6 + 



ft c sin a 

c sin (« + /^) 



■^»i» ■ 1^ ■ 



sin ß 



3. c=s 



2F 



(a — 6) sin ^ 



(a + 6) sin « 
4. ft s= c sin CK s= d sin /9 = 



sin (a + ß") 
2F 



a + 6 



6. Das Viereck Im Kreise. 

Die Seiten a, 6, c d, cp = ^ (p, 6), /J, y, <f folgen in der Reihen-,| 
folge der Seiten, p und q die Diagonalen, f geht durch o, 

9 Winkel zwischen p und 9. 
1. a + y=x/8-f-<f « 180» 



2. 
3. 



'^^ ' p . ad -^hc 



4. 



5. 



6. ig 



, .- fc»— a*1 sin« sinÄ 

F ^ V(,-a) C,->>) (.-c) C-^) ■= ^ ^ J ^^_^^ ^ 

(a5 -4- cd) sin « (^c 4- «^0 "n /? pq Bin (p 
2 2 2 

, i/ae-^bd V(a&-f-cd) (5e -|-ad) (acj-hd) 
* y tiaaalaß 4F 

*« 2 ***** 2 K(»-c)C»-<0 



i 



i 
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• 7. Das TrapeEoid. 

Die Bezeicbnnngen ^wle beim Vietteok im Kreise. 

1. F=s i [a&8l»-« 4-*o Bln^ — ac«»<« -I-/J)] 
[ad sin cf + tf«J «in y — ae sin (cf -|;- y)] 

i^ «in a sin d — c* sin y sin ^ 
"* 2 sin (a -+- (T) 

= ^ (a6 sin a -|- c<i sin y) = ^ 

F* = (« — a) (« — 6) (8 — c) (« — d) — aftcd cos * ^ (« -|- y) 

2. a a=a 6 cos a — c cos (it rh ^) 4-^ c(».(« -|- ^ -(- y) 

3. a*a=» 6* + c* + d* + 26c cös ß -\-2bd cos (ß-\-y)-{-2ed cos y 

4. Ist m die Verbindungslinie -der MKtten der Diagonalen, so ist 

a« + 6« 4-«a -f.(|ax=^»-f-5« -|- 4m« 

8. Die regulären Vielecke im Alljgemeinen. 

Bezeicbnen r, fj die grossen, q, (»^ "die kleinen Eadien und 
o, aj die Seiten eines regulären nEcks und 2n£«k8 in demselben 
Kreise, so ist . » - 

1. ••*=?*+ (x)'. 2. a,»=2f(r-(,) 

3. 2^1* =f (r 4- p) : 4. ar *=-2<Zi()i oder 

ur ^ Uj ^1 , wenn u und u^ die Perimeter der Vielecke sind 

$. ur «s v^ , wenti v <ier ümfkbg des uiAseliTiiebeien nEcks ist. 
6. a = 2r8ln-|- «2(»tg^; (v = ^) 



7. r« 



_ e 



2 sin -|- cos -|- , 

8. ^ « _ cotg "l- = rcos -|-, 

_ nr* stow nt» , " <JP o .. V 



9. Regu^itre Viaflefke von bertimtnter Seitenzabl. 
1. Dreieck. 



8 



iie 






4 

2. Viereck. 



4 1/2=^1/1 



2 

a r 






3. Fünfeck. 






^-±Vl„,(y5_i3 



10 



i±^^^ii + VT^ 



4 r . 5 4 r 2 r 

' - . - . ' 

4. Sechseck. __ 

r«a«fp>^3 . 

F=faa>/3"=|r*)/l"=2e?y3 •. 

5. Achteck.' ' - -- - 

i/2 4-|/T « i /2-T/y 

a = r y2-.>^ « 2 .() (l/T— 1) 

F= 2a2(l + y2) == 2r* yT« 8(»ä (l/T- 1) 



. .<; 



117 



6. Zehneck. 



I . " 

p = !|ly6+2]/5"- ^}/io-2y"r== i (.» y25-io]/T 

Das Quadrat det Zeluiecksseitie plus dem Quadrat' des 'Radias ist 
gleich dem Quadrat der l'ünfecksseite. ' ' 

7. Zwölfecfc» i'-. • r. . ■ ,,t ) \\\ ,', ..- '.-. i „: 

•• = -Y^-V^ + K^^ e (V 6 - V ^) . 



e - -i^C» -^y^ä) ^ '-t'^'^^ y^ 



f = 3a» C2 + yy) « 3r». = 12 p« (2 - yl), 

Pl9 gphlrfgche Trlyonometrlep 

et, ß, y. die Seiten, A, ,Bj C Ihre Oegenwinkel. 

A. Das rechtwinklige Dreieck. • C *s 90<>. 

1. siila;i9 sinA-sio^' .. 2; sin 9 as.- Jg /} iK>tg B . 

sin /9 SS sin B sia^ - . ' ain ^ »» tg ex to^A'. . 

cos A SB poe a s^n B. coß.A ss tgj9 9atg y 

cos B SS 00^ /9 ßin A cos .^ = tg a cotg y 

cos 7^ SS Cfl^ a\C(^fi. co^/. = cotg A'cotg B^ 

3. Die Napier^schen Regeln. 

Schreiht man die Stücke: y> B, 90— o, 90-f-/*; A, der Reihe 
nach in die Peripherie eines Kreises,' sö ist der Cosinus^ eines dieser 
Stücke gleich dem Produkt der Ootangenten der ^achbarstücke und 
gleich dem Produkt der Sinus der, beiden andernf Sttlcke. ' 

4. Ist ^ sehr klein, ;se ist: ■ i - 

a SS y Bin A und ß <)=* y sin B, l 



I 
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B. Das schiefwinklige Dreieck. 
^1 1 ^2 ^3 ^^6 Höhen zn a , ß^ y. 

sph&rische Excess. 

1. cos « = cos ß cos y +J8in /S:8in y cos A; 

2. cos il = — cos ß qos C -f- sin B sin C cos a 

'. . '. V . . . ._. 

^ sin « sin ß sin y , 

3. -: — - := -: — ^ = ' oder auch 

, .sirtA ; sinB f*?^.^ ; .- ,. 

sin B sin y == sin C sin^ «= sinUj 

sin 4 sin y = sin C sin (x s= si^ jtj 
-sin JL stn /}' s^~ sin ^ sin « : =3 sin jt j. 

4. sin « cos ^ ,:;= q^s ^ sin y_ — sin ß cos y-c^ A 
sin « cos () Ä cos y sin Ä -i- sm y cos Ä cos A ' 

5. sin A cos /9 = cos B sin C -{- sin B cos C cos ce«! 
sin A cos y = coa C sin B -(- sin C.cos B cos a 
-. *:-..;.,. T .. i \ .:.' l-, . • 

6. sin A cotg B = cotg /? sin y — cos y cos A 
sin A cotg C .===. c^tg.y sin ß — > co» ^cour A 
T .... ,\ .i. ....'../. i 

7. sin « cotg ß = cotg ß sin C -|- cos C cos a < 
sin « cotg y *= xolg C ^iff B 4- <J08 B cob a. 

8. Sind «,', /?, , yi, "Ai\' B, , Cj Seiten und Winkel eines 
zweiten Dreiecks nnd ist: 

« -f aV = /5 4- B','= y 4- Cj =±^ ISb^o, sowie 

«1 vf A « /f i 4- B «= yj i|^ Cate tSfte., sp J^i^tt dieses 

Dreieck das Poli^r-Preiecl^ daa iorste^n^ - 

9. Sind Aa, A/^, Ay, AA, AB, AC eBsammengebörige kleine 
Aenderangian der Seiten und Winkel, so ist 

Art a* cos C A^ H- cos B Ay -f- sin. Aj AA 
AjS == cos A Ay + cos C Aa -|- sin Jl^ AB " 
Ay = cos B'A« -i- cos A A/S 4- s*"^ 'Is AO 



-^ ^ A 1 /sin r<y — Ä) sin Cor — y) 
2 . f sin Ä sin'y 

■t A 1 / sin o sin. (as -^ tt) 
cos -J-«, f/ sinMny' - - 

A ^ 1 / sin (g — ^) sin (g -^. y) 
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11. sla-^-l/^???^ 
2 Y sin B sin C 



sin B sin C 

^ "2"* r sin (B — £5 sin (e - J?) 
12. Die Gf^Bs'schen Oleichungep. 

cos i (-ä + B) cos -|- «f cos i (« 4- /9) »in — , 
cos ^ (A — B) sin X «= gin ^ (« + ^) rtn -^ , 



sin |(A -f- S) cos -|- = cos ^ (« — /f) 



C 

sin I (4^— B) sin -|- « sin J (b -^ jQ jios — . 

13. Die SiAfdoiBcliftn Analogien. . < 

14. Zur Yerglelcl^un^ des aphiüdischeii Dreiecks mit dem rechtr. 
winklig ebenen Dreieck. 

sin* -f- = (sin i (« -)- /9) sin -^j V |sin ^ (« - /?) cos -^j ' 

sin* -j- = (cos i (il -{- B) cos -|-| ^+ /cos ^ (il — B) sin -|-| ^ 

1&. Xb jedem sphärischen Dreieck ist die Summe je zweier Seiten 
grosser als die dritte', und die Stimnie zweier Winkel klelnei als 
180« plus dem dritten Winkel. 

16. In jedem sphärischen Dreieck liegen gleichen Winkeln gleiche 
Seiten gegenüber, gleichen Seiten gleiche Winkel, dem .gjrösfsern 
Winkel liegt, die gicoesejce 3eite .gegenüber, , der gxosseiv) Sejite der 
grossem Winkeln t . , 

17. Ist in einem' Bphärlsofaen Dreieck die Summe ' zweier ' Seltea 

> s= öder < 180« ^ 
so ist auch die Sutaime der Gegenndnkel' 

> = oder < 180Ö, 

18. Liegt ein spyirlsclies Dreieck auf einer 'Kugel TOm^ Radius 
r, 80 ist die Fläche desselben: 



m 



f ^ r^(A-\-'B'\'C-^nyz=s. 2r^ E, wobei A, B, C die 
arcQs der Winkel bezeichnen. Zur Bestinvnimg. von E bat 
man : 



*« T" == |/*5 



tg i C^^ a) tg i (flr-/J) tg 4 Cflf-y)- 



19. Ein sphärisches Dreieck auf einer Kugel vom Radius r kann, 
wenn die Seiten nur einige Qrade betragen, als ein ebenes berechnet 
werden, dessen Seiten die Längen 

f arc a, r arc ß und r arc y haben und dessen Winkel 

A — — - , B -*- —5- nnd C 5— smd. 

C. Berechnungen« ._. / ;. 

1. Gegeben tt, ß und y. Die Winkel ergeben sich aus No. 10 in £. 

2. Gegeben A, ß und C. .Die Seiten ergebwi ?ic^ ,au8 No. 11 in B. 

3. Gegeben «, /ji und'A-, sin « >• sin /9. ' 
smA sin/9^^ ^^^ ^.^ .^ zugleich. >, oder... < 90« 



sinBr:^ 



SitlCK 



co^GK-t4piP= 



. ^^ , . tg/?8inx , ^ ^ ^ smcesinC 

sinfC+a;) = -2^- , wenn tgjc ca.tgA eoä^:'sin v^ "i". ■ ; — . 

•^ . tg « . sm A 

v.n.>» ,^enntgy,i=C084tg/S,i 8iaff = --~t---:^. 
cos/9 sm er 

• ^--4 • ' .-- ^ •__,,•. ^ (^ 

Hat map ^ bestimi&t7 >6t) ldssei> «ich, zur Berechmmg^ toü '-^ 

unÄ »-^ aitich die Na^ter*«cheh 'Analogien benützen. ' ^ 

4. Gegeben A, B und «, sin A >• sin ß. 

: . ^ ■ stn B sin ä^ '.,■« ,.,^ ,'^ rw/v«. 

sin Ä = : — - — ; ß mit B zugleich > oder < 90o 

sm A ' o ^ ^ 

•uA -^ tgÄsina; ' ^. ' ' . ^. sinAainy 

siii (j/ -r- xj = ^^ ^ — , wenn tg * = cos B tg« ; sm O = 



; \ 



tgA 



sin a 
> . sin a Bib C 



sin A 



'« /-v; " ;' ' öosA'sint^ ' « ■ 

sin (C r- ifj =»= — . ■„ , wenn cotg.y = tg B cos « ; «ay f 

cos z» 

Cr . ' •■ ! 

-=r-.und -^ auch wie in No. 3. 

5v Gegeben ce, B und C. f . 
Man "bestimme mit Hülfe der NapierVchen Analogien \ {ß •{• y) 
und ^ {ß — y); der fehlende Winkel wird mit Hülfe der Gatiss'- 
schen- Gleichungen bestioimt, oder man bere^hn« qptiuiW. y aus. . 
cotg x = cos a tg B und. cx>tg ^ 33= cos <r tg C, so ist 
cos B sin (C- r») cos C sin (B;«— jy) 

sin X -" sin y 



cos 



4* Ä tg« cos X , tg « C08 y 



COS (C — x) 



ooa (B-ry) ' 
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6. Gegeben A, ß ond y. 

Man bestimme ^.(B + C) und ^ (B -~ C) and tt wie in No. 5, 
oder man berechnet x und y aus: 

tg a; sfs 008 i4 tg )3 nnd. tg y :== cos A tg ^,, so ist: 
CQS B cos fr — x") cos y cos fi — y) 

cos z cos y 

♦. B — *g ^ 8^° ^ ♦<, /^ *8 ^ sin y 
tg X» s9 -^ — j?r r ; tg C Ä -^ — 7- r- . 

St6r6om64ii6« 

1. Würfel. / q.die Kante, d 4ie Diagonale, V der Inhalt, O die 
Oberfläche : 

F = a^ = § a2, d« = 3 a^ ^ 

2. Erisma. die Chrnndfläche , h die Hohe : 

3. Rechtwinkliges Parallelepipedon. a, 6, c die in einer Ecke 
zusamiientMffbtilidn.Kadtini^^i:^ 4teM>laednalA:*' ... . •i«'/. 

4. Schiefabgeschnittenes , dreiseitige», '^f^risipa^. ; a^ b, c, die -jh'^^r 
ten , Y* ^^^ Inhalt des zu den Kanten norpialen Querschnitts: .^ 

Das nseitige deJhiefahgesehnittehe -Prisma is((-durch Dia'gonalebenen 
in dreiseitige Prismen zb zerlegen. Ist bei einem nseitigen schief- 
abgeschni.tt^eii Bri^iiaa,. /* .der zu^ep ,)(an<jen,no^mak Querschnitt, 
und bezeichnet { die Entfernung der Schwerpunkte 'der Grundflächen, 
so ist: K» /'i. . >.: • . , . 

5. Cylinder. V-ä gk, 

6. Gerader Cylinder. r der. Badius der Grundfläche, d der 
Durchmesser, AT der Mantel, O die Obefflaehe. 

d* TT 2 V 

1 Af* 

* ■ An h ^ ^ } -^ . ■ ' 

•Tr'Hoblcylindör. (rfiÄdiu» der Höhlung,' r^g^e, i'-f-()«=2y 

8. Schiefabgeschnlltener Cyfln'der. a und & die gröbste 
und kleinste Seitenlinie. 

V s= ^.--S^ +5 ^ d^ 7g (g 4- y) 
2 8 

Af = r(a-\rb)n =^ ^^2 

Gilt nur für den geraden Cylinder. 
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9. CylinderabBchnitt, Schnittebene t^ der Axe, imdCyli n- 
derauBfohnitt. Yokimen, Qnmdflache mal Höhe. (Kalke Kleis.) 

10. Hnfförmiger Abschnitt. 

ACesai, ABmtsh, AF^a, DF« &, Z.A01> ti^ip 

in TheileD des Badins für den Radius 1, also 
arc (/>. 




M 



3a 
2Ar 
a 



[(a — V 4- ^ 



Gteht der Schnitt dvrch den Mittelpunkt der 
Grandfläche, dann ist a ss 6 = r nnd 

r = fr>A, Jtf«=2rA 
Dieser KSrper liaat sieh nach der Sirmpson- 
sehen Regel berechnen. 



Körper mit TertaderlichMi Dvrchgehiiitlsflftehai« 

1. Grundfläche g^ Endfläche -{(- der Grundfläche e, Mittelfläche m. 
Dtrrchrchnittdfläche in der Höhe sc, gleich y. 

Wenn y = Cq -|- a,i -)- Ojx'' -f- 03 x*, ... dann ist das Volumen 
des Körpers von der Höhe x ' 

a, X* * a- X* 

V »: a« » -4* ' i' jj" -h -V 

^ ^ ^ 4m -f- €) Simp so nasche RegeH. 






6 

2. Wenn y ss a^ 4- aj x -f- ajX^, und y^ die Durchsdinittsfläche 
in der Höhe Xj ist, während i = x — «j und x^ -r i.« rf, ist 



4i und 






In dieser Form ist die Formel besonders anwendbar bei Erdarbeiten. 

a. Die Pyramide. £in Schnitt y + der Oiiindfläebe. im' Ab- 
stände X von der Spitse ist ^^-^der GrundflächA. Ist &. die, ganze 
Höhe und g die Grundfläche, «o hat man r 

;* „ yx „ 9h 

y Tr, 






V(x) und V sind ähnliche Pyramiden: 

Vjx) _ x» 



12$ 

4. P«rall«l «bgekünte Pyramide, h die H9he, x die Hohe der 
£z^Ki«2migspyTamld6 . 

ye yy yg ^ye . 

^= ^0 + 4»n + e)=A. (jy + y^77 + «) 

5. Sind die Seitenkanten einer dreiseitigen Pyramide l, die Grund- 
kanten a, h und 9, to ist 

^ 

6. Sind |7, q und ( die Kanten einer Ecke und a, /9, y die Winkel 
zwischen denselben', soilst' 

Vt=: ^pqt^ytihvr Sin (<r — a)8in(tf ^ ß) 4lft(cF — y) 

7. K«gelr F):«« -^; «eon die. GHindflftehe ein«- Kleine ' 

.:. ••!,'"". 3 12* > • .. ..)■■• ' 

Mantel des geraden« Kegels : 

•■•••' . .' ' . ' ' 

8. Parallel abgekür2!ter Kegel. Die Radien r und ^: 

Der Hantel ,. wenn der Kegel ein gerader ist : ' 

Af=c=(r + (?)7r«; l ^ y {r^QJ^+h^- ' 

9. Der Kegelhuf, die Schnittfläche + zur Seite. 

Die Höhe des Hufes p, ti = ^^ , y * 1^2rtt — u* , so ist 

10. Der Kegelhuf, die^ Schnittfläche senkrecht sur Qmndfläche des 
Kegels. Der Radius des Kegels in der Hohe des Scheitels der Schnitt- 
fläche sei Qf so ist 

F « y Fr« arc icoi -1 — 26(> + *^ lo«n |^^-*^) V^ = V^^ — Q* 
Mes l [r arc cos ~ — —1 , 
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11. PxiBmqüide, Körpax, deren Eckpunkte ii»' rw6l<||- Bbeaen, den 
Grundflächen , liegen , deren Seitenflachen also Dreieck« , Traipeze, 
Parallelogramme oder windschiefe Flächen sind. 

Das y^l-nmeti eines Prismoids wird naohder Simp- 
sonschen Regel berechnet. . 

12. Der Obelisk ist ein Prismoi'd mit lauter ebenen Begranzungs- 
flächen. Die Bohe n , ' a tind 6 ein Paar entsprechende Seiten der 
Grundflächen, z die gleichliegende Seite des -||~. ^^^ . ^^°^^^^^® ^^ 

Abstände x geführten Durchschnitts , so ist s ks 6 -f- (^a ' — &) "t- 

Sind die Grundflächen Trapeze mit den Mittellinien p ünj p^ und 
den Höhen a und «t, dann ist nach der Simpson' sehen Regel 

Diese Form^i.giH auch ftir ObeUskeq> deren Grundflächen rBeehtecke 
von deii Seiten p, p^ und a, a^ sind. 

13. Ein {^Böbid von eb6lieDFlguiieniiind einer mridsdüB^Bn Flache 
begrenzt. Die Grundflächen seien Trapeze Und stehen auf einer 
Seitenfläche senkrecht. '...'• / 

Die Grundfläche g hat^ie -^ Seiten a und h und die Höhe p 

p und 9 sind die 4* Seiten 4ec SeUei^ifläoli^ , auf welcher g und e 
senkrecht stehen, und die ^öhe h diese? Trapezes i^t auch die Höhe 
des Körpersi^ ^-' '■ ''' " '' •' '^'■'' ' '• " -' " ''"' ' ' 

Wenn p = g, so ist .. ,. ... , . , ..„ , 

V =■ -^ I.a. -^H & H- f -*- «j *= -7. ^-^ 

Für a s= c und. fr-a^ d . . ; .- ..'-.' 

»'=? T C« + »3 Cp,+ ?) , 

Diese Kpiper kommen häufig bei Eidarbeiten toi, .die Grandflächen 
stehen dkqn/ 7ertic«l. i ^ : 

14. Die Kufeel. ' _ 

K = i r» TT = -J f = i y^ . yöäf •. i ö* 

(J , .i/T, /:;r- 1/1"',-=- iv 

-2l 



-^-il/i-^^=l/Ä^..= ^ 



.=2.=|4i/ö=-|/iyi. 



•"i 
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KngdAbsclmltt h die Hftbe^ a der Radias der QmiidlUclie. 

F = ^ (3 r - Ä) = ^ (3a« -H Ä*) ; a* =. Ä (2 ^ - Ä) 
Calotte: CrsifjTÄ 

16. Kugelzone, a und 5 die Radien , h die Höhe. 
4m = (2a2 -|- 26» + **) tt 

Mantel Af = 2 rjTÄ; t*=l/«» -f- I ^ — ^| 

17. Kngelausschnitt : F = | r* tt & 

A ist die Hohe des zugehörigen Abschnitts. 

18. Der Ring, welcher entsteht, wenn yon der Zone in No. 16 
der abfeküTEte Kegel mit den Radien a und 5 und der Hohe h fort- 
genommen wird, l die Seiten des Kegels. 

y *- — 2 — und wenn a^^^thy also fc s» l ist, 

D 



UmdrehungrskKrper. 

A. Allgemeine Gesetze (Oüldin^sche Regeln). ' 

1. Dreht sich eine ebene Figur um eine in ihiear Ebene liegende 
Axe, welche die Figur nicht schneidet, aber wohl begxeßzen' kann, 
so ist der Inhalt V des Rotationskörpers gleich dem Producte aus 
dem Flächeninhalte f der erzeugenden Figur und dem Umfange des 
Kreises, welchen der Schwerpunkt dieser Figur beschreibt. Wenn x 
der Abstand, des Schwerpunkts von- der Axe ist , dann hat man 

'7= Ixnf 

2. Die Oberfläche des Rotationskörpers ist gleich dem Product 
aus dem Umfange u der Figur und dem Umfange des Kreises, welchen 
der Schwerpunkt derselben 'beschreibt. Ist y der Abstand des Schwer- 
punkts Ton der. Ate ^ dann hat man 

. ' ' • 0t=z^y7tu 

Es Ist nicht njithlg den .Schwerpunkt der ganzen Figur f oder des 
Umfangs v zu berechnen] wenn man die Lage der Schwerpunkte der 
eaipzeliien The^e kennt. .. . 

3.' Sind F, und O^ deär Inhalt und: die Oberfläche eines Rotations- 
körpers und y und die durch dieselbe Fläche f und den Umfang u 
erzeugten Ihhalte bei Drehung' um eilte Axe/ welöhe^vöii der ersten 
Axe den Abstand d hat,.'4aiin<i«^:.' - r 

■V ". r\V=^%dnf±:V.iUMsOtMs:Mvu±:Q^\u'^ .» 
Je nachdem die Flächäodei' Linie gsnt MissexliliU}: odei gan«- «Flsclien 
den parallelen Axen liegt. . .•,;«..• j i-..i. } . - i ' i - 
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B. Koxp«t, welehe d«rch Drehwug einer ebenen ^Fignr entstehen, 
wenn eine Begrenzungslinie ein Kreisbogen ist. 

EF=:h, DL = ai, OK^h^ 




LÄ^ = s, das Segment üb. LK=^ft 

f 



M8m»l 



8' 



-— -., sma = 



am ./l 



8 N = l sin ^ (a '\- ß) =: {/, a ^ a^ -\- p — 9 = gi 
V dter Inhiiit des Kölners, welcher durch Drehung von EFKPL um 
EF, und 7i Inhalt des Körpers, welcher durch Drehung von DGKPL 
um DO entsteht. 



>S]^ci«l]e Fäüld. Wenn =c xts und A unterhalb M liegt, p also 
negativ wird. 




a. — »p =*s 



a 



2Tö — &) 

«öS ß ps *^ 

r 



+ 






.Wenn fi oa 0, «Isa Ai^ r ist, 






TT 



Diese Formeln finden Anwendung'beiderBe- 
reehnuffg^der OeicbÜtztöhre nndderfieschosse. 

FermelrB znx Ber«ehnung der Inhalte dter Qe^olbe. 

Tonneitgiewölke. ' 
1. Gedrü<)ktejP» > «die ^annwelte, h xiie iSöhey -6 <der Bogen, a^ 
die lAng«!, ^ 4er lUiditiSj « der Cewtrlwinkel , r -^ q «o &, if die 
innere Fläche, V der Gewölberaum. 
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tg-j-ss — , **— ~ä~ + ST) ^ 3= r arc a(NaheniBgsfonikelA sieheKieis) 

A OL 2 OA 

r = !^ (arc « — 8in «) = ^ C^«" — ^O) 
h sss r glebt den Halbcylinder. 

2. Gothisclies. 

« 2ä a . ä2 a , 

F -'^ (2 «c«— sin 2a) *« a^ (Jr — hff) 

3. Znr Berechnnng andenrer Tomiengefwdlbe benutze man die 
Nähernngsformeln füi bestimmte IntegraAe. Besonders branchbar ist 
die Simpson'sche Regel. 

4. Wild ein Tonnengewölbe in dex Richtung der DiagOMlen. der 
Gmndebene durch Ebenen zerschnitten, welche senkrecht zur Grund- 
ebene steh^, dann heissen di« Theile, welche nach der Stirnflache zu 
liegen, Gewölbekappen, und die Theile, welche an der Widerlagslinie 
liegen, Gewolbewangen. 

5. Die Gewolbekappe bei gedrflektem Tonnengewölbe. 

6. Die Kappe, wenn A ss r, a rs 2r, und ^ s= ist. 
'. (f - y) = 0,4521 a, r», M^^(n- 2) 

7. Die Gewolbewange beim gedrückten Gewölbe. 

^^ /20:»_-^)_^V 20^ 

* \ 3a 4 / a 

9r J)ie .Wange» wenn ft as r, a ss 2r und (> ^s 0: 



r^a. 



a,r^ 



F«-L__,Af=:a,r 

9. Sm Kieiugewdlbe über einem Rechteck mit den Seiten a und 
^1 ) ^1 > ^1) Q\y ^1 ^^^^n dieselbe Bedeutung wie r, q etc. 

10. Kreugttwölbe übex einem . Quadrat zur Seite a 
F « a> /^ — y| =s 0,4521 a>, Jir = ö2 (^ — 2) 



11. Wenn die Dicke eines Kreuzgewöll^es gleich <2, ao ist der 
wirtliche Inhalt des Gewölbes: 

J «= (TT — 2) a2 d 4- (4 — 7i) ad2 — A d3 oder ^ 

J= 1,1416 a2 d-h 0,8584 adÄ — -|-d3 

■'. •'•.*' 

12. Bei allen Ge'wolben von gleichei Dicke findet man angenähert: 

Jas. Md, wenn M das arithmetische Mittel ans der ^nnern "und äussern 
Mantelfläche ist. 

13. Das nseitige regelmässige Klostergeiwölbe. Es sei (f der Radios 

des in das regnläre nEck eingeschriebenen Kreisds nnd zugleich die 

. ,180^ 
Höhe des Gewölbes tind >cr cBe Seite des n E<»ks> und — ='=^ >» a, so ist 

- n 

ilTsB.an^ a= 2#iip* tgi» ., ^ 

i. . : na^* 2nip^ tg« 

"" ~3 3 ' 

14. HftngeleiippeL a die Seite des Quadrats: '. 



a^ 71 



M^a^n (y2-^l), 7«^ (5 — 2 |/2) ' 

Nähernngsweise Berechnuxig 4ei;InhAltevpn Fässern 

nnd anderen Körpern. 

a der Spunddurchmesser, 6 der Bodendurchmess^r'uAä ^ die Höhe 
des Fasses. 

h 71 

1. Fi = -^ (2a2 -f- 62^, nach der Simpson 'schetn Regel. 

.Q . ,o ... - 1 -.).•>■< 

2. F2 = ÄTT. /■ ^JT I , Lambert'» .yisirregel. ,. 

^ ^^ 2 Fl -f-.3Fo. . . ^ -^ • ^ "■ 

4. Bei nicht ^Ben horizontal liegenden Ptesern Weifdet inaft die 
Simpson'sche Regel an.. ■>' 

5. Zur näherungsweisen Berechnung der Inhalte von Körpern 
dient* yoreugsweise' die*' -Shiip^An' sehe Regel.. ' . ^ c .. .. . . . . v < : 



'. / ' ' 



Berechnung des G-eW|chts eines Körpers aus seinem 

»Volumen. 

Ist V das .Yoludien und q das GeVicht der Yolumeneinheit , so 
ist das Gewibht W gegeben dufclk ' I ' 

W = V'Q ... , - 

Wenn a das speciflsche Gewicht der Materie und y "das Gewicht 
einer Cubikeinhejt Wasser^ in Pfun^^ ^ ßo ist ^ 

'q =s a ' y 



<« ( ^ . 
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JNe Co^^rctiiialei ta 4et Ebene« 



1 . Die Abschnitte auf O X positiv I Abscis- 

- - - OJC, negetivi »en 

' OY positiv Ordi- 

- - - Or^ negativ j naten. 
OP beisst Leitstrahl, oder Kadinsvector j- 

des Punktes P. ' 

2. Pte Earaüelprojecttonen von OP = r 
auf die Axen heissen die Ooordinaten des 
Punktes P. 



Die Coordinaten von 
P, $Uid r ««. -H a, j *w +, 6 
Pj - i = — a, y = -f-6 
Pg - a? ■■ — a, y .(6 ^ ^ 
P^ - i « 4- a, y = — & 

3. Die Wfnkel eines Radius- 
vector mit den positiven Halb- 
axen werden nach beiden Seiten 
bis 180<» gezählt: 





/>. 



. ' 



^ 




ii m>« 



If 



1 1 ' • i\ 1 1 • if 



\ ' 7 




r-X 



» "• 




' . 



TAI aUe Lagen^ dttg< Punktes^ P ist- in^n der C^anätbiiwlnkel 

f «nfd If hälfen the l^ölarfcoofdlnäteit von P, w«nn u ixjxt nach 
einer Richtung von bis 360« gezählt wird. 



im 



4. Die Distanz eweler Punkt« A» (x,y), A^^ {x^^y^') gleich d, die 
Leitstrahlen derselben r und r^, die Winkel mit AT und 7, a, ß, 
«1, /9j. So ist 

X — Xi=dcos(d,jr); y — y, =dcos(d,I); (i — a;i)*-f-(y— yi)* = d* 

COS (r, fj) aas 1— i- 5. ss COS« COS«i + 'COSjS COSjS, 



sin 



a= ^ (cOSCKj COS/9 — cos« COSjSj) 

rcos(r, ri)= xcosa,4-ycos/9,; rti 8in(r, rj) = ^^(jCt y — xyi) = 2^ 
wenn f die Fläche des Dreiecks OAA^ bezeichnet. ■ 

5. Wenn drei Punkte il(x, y), Aj (Xj, yj) nnd A^ (»2,ya) in einer 
Geraden so liegen, dass 

4li«^, so ist X« i?l±i^, y*««'^ +^^« 



AA 



g-hp 



g-f-p 



il A 
^^* 1^"1~ = ^» soi8tx = Xi +n(xj— xj, y = yi4-n(y,— y,) 

Aj Aj 

Verwandlung der Goördinaten. 

1. Parallel Verschiebung der Axen. 

17 und V die neuen Axen, Xj, y^ die Goördinaten des neuen An- 
fangspunktes in Bezug auf X und Y 

X a= Xj + tt, y = yi -f V 

2. Drehung der Axen. 
Der Goordinatenwinkel Ol. 

i roü :«„ ifo v = ?J *""'»«« + «•='» + '». = - 

usin a -{- V sin ß u sin (cw — a) -f- v sin (ai — /?) 

Sin Ol sin Ol 

Wenn man von einem rechtwinkligen System zu einem andern 
rechtwinkligen System übergeht, so ist 

^ — « = «4— jSiS=o> = 90« und 
y = u sin tt-{-vcosa, x = u cos a — v sin a. 

Graphische Darstellung yon Gleichungen. 

l.^Sind X., , y^;, Xj, y,; 0:3 iV«; ••• Werthe yon x und y, 
welche einer Gleichung u =s genügen, so lassen sich dieselben als 
Parallelcoordinaten yon Punkten einer Ebene betrachten. Durch- 
läuft die Unbekannte, X. alle Werthe yon — <X>bi» + 00 stetig, so 
werden die Punkte P.^ P^ P, ipi.AlJigemeinen in einidr geraden oder 
krummen Linie liegen. . . 
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2. Konstniirt man nach No. 1 die Linien, für welche die Coor- 
dlnaten irgend welcher Punkte den Gleichungen u s=i o nnd v s= o 
genügen, so geben die Coordinaten der Schnittpunkte derselben die 
gesuchten Unbekannten. Hätte man statt u =s o nnd v ss o zn 
konstniiren, u «s o nnd u + >l'V s= o konstmiit, wobei X eine be- 
liebige Zahl ist, so würden sich hierdarch dieselben Unbekannten 
ergeben haben. 

3. Ist eine Linie nach einem bestimmten Gesetze entstanden, 
so wird sich zwischen den Coordinaten ihrer Punkte eine Gleichung 
anfstellen lassen, welche die Gleichung der Linie (Cnrve) genannt wird. 

4. Lasst man bei der Gleichung einer Gurre die Längeneinheit 
der Coordinaten unbestimmt, so muss die Summe der Exponenten 
der yorkommenden Maasse Yon Längen in den einzelnen Gliedern 
derselben, dieselbe sein. 

5. Eine Cnrve heisst algebraisch, wenn ihre Gleichung eine 
algebraische Gleichung ist, und transcendent , wenn ihre Gleichung 
eine transcendente Gieichung ist. 

Eine algebraische Curve heisst von der n^^ Ordnung oder yom 
nten Grade, wenn ihre Gleichung in Bezug auf die Coordinaten x 
und y yom n^° Grade ist. 

6. E}ne Linie, welche ein System paralleler Sehnen einer Gurve 
halbirt, heisst ein Durchmesser. Steht ein Durchmesser senkrecht 
zu den Sehnen, so wird derselbe eine Axe genannt. 

7. EUminirt man aus den Gleichungen zweier Curyen eine der 
Coordinaten, so erhält man die Projectionen ihrer Schnittpunkte auf 
die Axe der andern Coordinate. 

Setzt man in der Gleichung einer Cuxve die eine Coordinate 
gleich Null, so erhält man die Durchschnittspunkte der Cnrye mit 
der Axe der andern. 

Die gerade Linie, bei rechtwinkligen Coordinaten. 

1. x SS o, Gleichung einer Geraden -|f- der FAxe 

2. y«=6, - - - -- jrAxe- • 

3. y es ax, Gleichung einer Geraden, welche durch den Anfangs- 
punkt geht, a die Tangente des Winkels, welchen die Linie mit 
der positiven XAxe bildet und zwar in der Richtung nach der 
positiven FAxe gezählt. 

4) y SB ox 4- 6, die Gleichung einer Geraden, welche nicht durch 
den Anfangspunkt geht, h die Ordinate des Durchschnittspunkts der 
Linie mit der TAxe. 

5) Ax -^^ By -^ C SS Oy allgemeine Gleichung der Geraden. Wenn 
Xq und 2^0 die Coordiäaten der Schnittpunkte der Geraden mit den 
A^en sind, so ist 

IC 6 C 

9» 



X X| 


«2 


y Vi 


Vi 


1 1 


1 



132 

6. Werden die Werthe von Xq und y^ in (5) elug^a^t^t , m er- 
hält man 

7. Ist p das yon auf die Gerade geiföllte Loth und sind ff und; ß 
die Winkel, welche dieses Loth mit den Goordinatenaxen bfldet, so 
ist 

Sq =s p sec a^ y^ vzsp seo ß und 
xcoA a ^ y CM ß a» j» 
die GleiduEDg der Geraden. 

8. Sind a' und ß^ die Winkel, welche die Gerade mit den Goor- 
dinatenaxen hildet, so hat man 

y cos «' — X cos ß' s= p 

9. GleichujQg einer Geraden, welche durch den, Punkt Qc^, y.^) geht. 
A (x — Xj) -f B (s/ — yj) = oder y — y^=z o (x -r- x,^ 

10. Gleichung der Geraden, welche dnieh die Punkt» (S|, yi) und 
(»2» Vi) «eht. 

= oder y-yj=^^— ^(x-xj 

11. Durchschnittspunkt zweier Geraden. 

4* +By +C =.0 ^^^ y=.a x -f & 

X BS .— 1 , «/ B= -— =r^ oder X = —2^ , V =s — s — i — i- 

JTAfii' ^ J?AB^ a ^o/ ^ a ^ Oj 

^ der Winkel zwischen den Geraden, so ist 

. , g — flt ■ iJB, — AiB 

fp SS 90», wenn 1 -|- oa, «= Q oder AA, -f BiB. = 

i Ä 
^ap.0, wenn assaj oder <^sss-^ 

12. Zwei parallele Gerade: 

Ax-f-«y+C «0 oder «'=•*** + ^ 

. 13. Zwei auf einander aenkrechte Gerade: 

Ax4-By-^C=5;0 v«=«x + 6 

Bx — Ay-f-C, =0 ^^' y=:-^-Lx + 5i 

14. Eine Gerade parallel zu einer gegiebeoeii durq^i d(an l^kt 
(x^ y^'). Gegeben 

Ax-f-By4-Cs=0 oder y = ax -f- &, so ist 
A (x — Xj) -I- B (y — Vi) «» oder y — y, •■ a(x — x,) 
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15. Eine Gerade senkrecht zu einer gegebenen Geraden dnrch 
den Punkt (x^, y^). Gegeben 

Ax -j- By -{- C SS oder j^ sss ax -f- ft, dann ist 
B(x — Xj) — -A (y — yj) xs oder y — y^ *= (x — »i) 

16. Gleichung einer Geraden, welche mit y=*ax^h den Winkel 
(p bildet nnd durch den Punkt (x,, y,) geht. 

* 1 — a tgy ^ *-^ 

17. Länge des Ton (xj, y^) auf die Gerade Ax -\- By -\- Cs:0 
oder y s=s ax 4- 6 gefällten Lothes : 

±>/AM^ß» ±1/1 -ha* 

18. Loth vom Anfangspthikt auf die Geraden in No. 17. 

C h 

p SB ' ' " oder p ■*: ■ ; p stets positiv. 

±yA»+B* ±Vt + a> 

19. Inhalt eines Dreiecks ans den Coordinaten seiner Ecked. 

(»^1» yi)» («2> y«), (a^s> ys) ^ 

±2/'=yi («2-**»)+y»(«8 — a^i) + y»(a?i-»^2)=-'2'±lx,y3 

20. Inhalt eines nScks bei derselben Bezeichnung der Coor- 
dinaten. 

±2/'-=yi(*«— «it)-*-yj(«i — X3)-|-y3(xj — xj. . .^„(t;^. ,— Xj) 



Die Keg^seimltte. 

1. 08 ^d, die Ebenen AQB and S(?P senkrecht auf ABO. 
miikel DSB«=:(p. SN + AB, 8E+A0. N8m^e, AD^ä^ 
BD SS 6, SD s= X, PD BS QD t^ y, Df :» u. So ist 

y8 « a6«s(c-t-ii)5 

X sin w X sin C2 a — qi) « , . 

6 BS 1- , tt BS i ii , SS 2 d sin a 

cos a cos« 

sin w sin r2a — ^) 

2. y*«jw: + ji«, wenn p = 2(itg« sin y, g « cos« « 

3. Die Gleichung 2 heifst die Scheitelgleichting der Kegelschnitte. 
P der Parameter. 

4. Der Schnitt ist eine Parabel für g es 

- - Ellipse - 3 < 

- - Hyperbrt - 9 > 

- - - ein Kreis weiln g =» — 1 
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A. Der Kreii. 

1. a und h die Coordinaten des Mittelpunktes , r der Radius, so| 
ist für reohti^inklige Coordinaten die Gleichung des Kreises 

(x - ay + (y — hy = r» 

2. Die allgemeine Gleichung des Kreises: 

X* -f- y2 -f Ax H- ßy H- C = 

Die Gleichung stellt nur dann einen Kreis dar, wenn r reell ist, \ 
einen Punkt, wenn r =k ist. 

3. Die Punkte, in welchen der Kreis die Axen schneidet, werden 
bestimmt durch die Gleichungen: 

x» -I- Ax -f- C = und y* H- By -f C s= 

a^i +a;a = 2a, y, +3/2^26, x, Xj = yj y^ = C 

4. Wenn A» = 4 C, oder 52 — 40, dann berührt der Kreis die! 
xAxe, respective die yAxe und r ist B oder A. Ist Csx 0, so| 
liegt der Anfangspunkt in der Peripherie. 

5. Setzt man in (1) rfür a und & sa 0, so ist 

y2 = 2rx — X*, die Scheiteigleichung. 

6. Ist 8 die Sehne zum Punkte P (x, y): 

«2 -- x2 4- y» = 2fx 
8* x2 -f y* 






2x 2x 

und wenn noch a der zur Sehne 2y gehörige Centriwlnkel ist 



±]/r«-»» = r/l±co8y\ 



X, s= 2 r cos* —- = y tg -j 



a 



X« =a 2r sin* -j- 
4 



yctg 



a 
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7. Es sei ip der Winkel zwischen 8 und dw «Axe und i;» der 
Centriwinkel zu 8i 

X =i 8 cosip, y ^ 8 sin(p, £f «s 2 r sin ~- nnd weil 

S* SS 2rx, so ist auch iST ss 2r ces^, mithin 2^ ss 180 — V^ 

8. O der Anfangspunkt, M der Mittelpunkt des Kreises, OM ss m 
und ^ ^OZ SS a, femer der Leitstrahl OP =s ^, so ist nach (1) 

(^ cos ^ — m cos «)* ^ (o sintp — m sin «)* sa f * oder 
^* — 2mQ (cos 9) cosa 4* sin 9) sineQ -|- "** — r* ^ . 

^^ 2 ^' "^ *" ^(^'^ ^ "^^ ^' ^* a= m» — r" 
Wenn der Leitstrahl. Tangente wird, ist ^^ 3= ^^ ^Q^ 

m sin(9 — «) =s r . , 

9. Die Gleichung ^j ^j = m* — r* giebt die unter den Namen 
Sehnen-, Secanten- und Tangenten - Satz vorkommenden Lehrsätze. 

10. Wenn in (1) a jond & s» sind,, also, der Anfangspunkt; im 
Mittelpunkt liegt, ist 

x» 4- y» a= r% yimk± j/r» — x» Mittelpünktagteiokung. ' 

11. Secante durch zwei Punkte Pj (xi^J, Pj (xaVa), der Mittel- 
punkt der Anfangspunkt. 

12. Gleichung der Tangente durch P^(x^y^'): 

yyj 4-'xXi =rJ», tg<y)=*— -3. 

.... Fl : 



13. Gleichung der Normale: y a= ^ x, tgi/^ = 

tgytgi// « — 1 



*i . *ft 



14. Tangente T == r tgrp *= P^, formale JV = r 

'a^i 1 ^ .. - 

Subtangente 5«^ = y. tgi^*=2-i-, Subnormale 5n *= i, 

15. Die Linie y =s ßx -^b ist eine l^angente, we^n 

'^ Vi' Vi 

16. Tangente durch, den Punkt (}», g), ausserhalb des Krefses. 

y — g = o (» — p) (Siehe No. 15) 

Die Coordinaten der Benihrtlng&|>unkt^ x^ und y^ sind aus den 
Gleichungen: gy -j-px =« r* und x* -|- y* = r* zu berechnen. 

17. Gonstruction der Tangenten in No. 16. Die Berührungspunkte 
sind die Durchschnittspunkte der beiden Kreise : ' ' \ 

x2 4- y^ -^-px — gy «= und x* -|- y^ es= r* 



SS gegeben. 



Jd6 

: . 18. Jdie Olaiehimg des Kteiaes, weichet dun^ die Punkte -Pi (a? i S' i ); 
PaC^sVs)} "^3(^3^3) S^^^i ^^^ durch die Determinante 
x« 4- y* , X , y , 1 

i9. Zwei Kreise; x? H- 1^* •+• 4x ,4- J5^ -f C a^ nnd 

^* H- y'* + ^1 aj + ^1 y + Cj = 
sind cöncentrisch, yenn A ^ A. und ß s:^ Bj 

Sind die Kreise ex(ientfisch, dann ist die Centrale c gegeben dnrch 

Ist A s 4) und B^B, oder B w B^ und A^Aj , so iafe die 
Centrftle der xAxe respective der yAxe =fs 

20, Die Differenz der Kreisgleichungen ij^ No. l^ 

(A — Aj) X 4- (B — Bi) y + C — C, = 
liei^t die (Heidhung der 0h(»rd8le. Die Ghötdale Utdie gemeinschaft- 
liche Sehne, wenn sich die Kreise schneiden. 

Die von eiAem Pufikte der Chordale an den Kj^s gefeogeneh Tan- 
genten sind gleich lang. 

21. In dem Nachfolgenden bedeutet: 

r den Radius d den Durchmesser, p den Umfang, f den Flachenin- 
halt, a, a und & Sehne, den dazu gehörigen Oentriwinkel und Bogen, 
A und S Ausschnitt und Segment,. 

arca «® «' «" '.1 



71 ""1800 10800' 648000"' 

22. p = 2rn = dn = %Y^ YT 

23. /'=f»7r = 4^d»*=-i-p2 

4 \n 



arcl' = --; fc = 3437,75 



24 



27. 5« Y fjgj^ . w — sin«! «t -- («c« — sin«) 
, 29. mqreisriiig) ^ de^ I^adius des Innern Kxei^««, 



t — q^fi, —^ = m 



. 2 

/'die Fliehe ;, . . 

/' ^ (f* •- ^») 7f « (r -^ (») (f — e)-7r •» 2m4?^ 



I 



IST 

Die fblgeftden Kiittiiieni eutiialleii Nahemngsfoittcllii , w«l6lie, 
wenn r nicht gross ist und tp nidit näh» an 90<> Hegt, I^t Tiele FlUe 
ia der Pmkia Umeiekeiid geftaae Resvltste geben. A ftei die Höhe 
des Kreissegments, «i die Sehne des halbe« uad j» die halbe Sehne 
des -doppelten Centdwinfcels. 

30. b=za'\ ^=:2a, H ^ «- « -f ^ 

31. a = 6-L-?«?J?l+ü 

4 5 

32. p » 4a — 36 «= 5a — Sa^ 

33. ^^r(4a-j0^r(8a,-a)^«/ M 

6 6 2 \ ^ 3/ 

34. 5 = g « j «-^ 

35. Die letzte Poimd giebt für r = 10 und a « 80<>, ^ «s 20,57 
uriSirend ddr genane Werth 20,00 beträgt. 

B. 2)10 Fiurabel. 
1} ScboltelgleiebQng: y^ m»pt 

2. Abstand des Brennpunkts vom Scheitel : 4r- 

3. Abstand der Directrix vom S^Ual : — 

4 

4. Gleichung der Secante durch («i, yi), (x^i Va)'* 

" ~ "• " ?r+^ ^' ~ ''^ 

5. Oletebnbg der Tangente dnreb (e^, y,): 

6. Gleichung der Konnale durch (£,, yi): 

P (tf — Vi) 4- 2yi la^ — JTi) — 

7. Leitstrafal vom Brennpunkt nach (7, y)i p ^ x -)- -~ 

8. Tangente T » 2 j/^« }/pg -f 4g», 

^<»IDa]e N BS y^p «s T/p« + •^> 

Subtangente 8ig ss 2x, Subnormale 5n -~- 

9. Gleichung der Parabel in Bezug auf einen Durchmesser und 
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die Tangente seines Scheitels als Axen. Der Dnrcbmesaer die U- Axe, 
die Tangente die F-Axe^ der Scheitel der Anfangspunkt: 

10. Die Oleichung der Parabel wenn die Axen um a und b -)f- ver- 
schoben sind: (y — 6)* s» p (» — a). 

11. Gleichung der Parabel, wenn die I7-Axe eine Sehne, deren 
Länge 2 a und deren Abstand vom Scheitel h beträgt. Die V- Axe -D- 
der Axe der Parabel, der Anfangspunkt ein Endpunkt der Sehne. 

y -j- U SS a X-f-vasÄ a^ SS ph 

2h 

12. Tangenten im Anfangspunkt 0: tg^ = — 

13. Tangente im Anfangspunkte, wenn die Punkte P^ (U|, V|) und 
P, (u^f v,) gegeben sind: 

V, «, V, — Vt, 



1*1 - Ua ttj — « 



1 



14. Wenn -^ = tg/Jj, -^ -= tg^ und -^ 2 -= tgy , so hat 

man tg<^ = tg/?, -)- tg^ 4~ ^y* Ist A sehr klein, so sind auch 
die Winkel /9|, ß und y sehr klein, und man hat angenähert 

Diese Gleichung findet genau beim Kreise statt. 

15. Sind (fi und (f2 die Winkel, weiche die Linien OPi und OP^ 
mit den Tangenten in P^ und P, bilden, so ist unter der Voraus- 
setzung von No. lA 

<^i = (^ — /Jj= /J + y und yj = (^ — /? = /?! -h y 

16. Die Polargleichung der Pafab^l, wenn der Brennpunkt der Pol, 

die Axe die Polaraxe ist. v 

P SÄ • • ! 

. 4C08' f 

17. Flächeninhalt eines Segm^nt«^ dessen Sehne seotoecht zur Axe 
steht: f sss ^xy , wenn x, y die Coordinaten des einen Endpunkts 
der Sehne. 

18. Ein beliebiges Segment., (x, y), (x^, .^i) die Endpunkte der 
Sehne : 

' 6p " ^. ,6 . v + Vi 

19. Inhalt eines Umdrehungs-Parabololds 

"^ 2 

20. Parallel abgekürztes Parabploid, wenn m die Mittel fläche und 
X — X| SS h die Höhe desselben: 

TT * ' 

V=mh und m SS (y* -|- Vi*) — 
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21; Volrunen des Köipers, iprelchei entsteht, wenn ^n Segment, 
dessen Sehne senkrecht zui Axe steht, sich um die Tangente am 
Scheitel dreht : v = ^i* Try. 

C. Die Ellipse. 

1. Scheitelgleichnng : y' =px — gx*, oder wenn ~ = 2 a und 

6* 5*, 2 6* 

q = —rr gesetzt wird : j/* s= — ^ ( 2 a x — x*). Der Parameter p = , 

a' a* a 

2 a die grosse nnd 25 die kleine Axe. 

2. Mittelpanktsgleichung : ^ + Ti == 1 oder y« =» — (a* — x«) 

a* 6' a' 

wenn x ss a cos ^, y =s & sin ^, i// der exentrische Winkel. 

3. Mittelpnnktsgleichnng , wenn die Axen um a nnd ß -||- ver- 
schoben «ind : Lf-H-Ö! 4. (y "j" J^)* ^b 1 

a* 6* 

4. Excentricitat : e = Ya^ — b^, gleich dem Abstand der Brenn- 
punkte yom Mittelpunkt. 

5. ^ und Qi die Leitatrahlen des Punktes (x^ y) in Bezog auf 
die Brennpunkte: 

e + ?i = 2a, (j == a — -j-, ^j == a + -^ 

6. Gleichung einer Secanle durch (x^, y^) und (x,, 3^2) 

&« (Xt + x,) . . 

7. Gleichung der Tangente durch (x^, y^): 

v-v «-.^rx-x1oder?^-4.— ^:=.l 

*«y == "":Tr"> ^«V'^p-» «Iso tg(^tgi/;= — -j 
a*yi Xj a* 

8. Gleichung der Normale: y -•- 1^1 "'Tjp^ (* — *i) * 

V Xf 

9. Tangente : T = ^^ Yqq ^ , Normale bis zur x Axe = — Yqq j , 

X« a 

a / a*— X,* &*x« 

Normalebis zuryAxess-7-y^^j, Stgsss' s-, Sn = — — i 

X« a 

10. M der Mittelpunkt, F und.-F' die Brennpunkte, N der Durch- 
schnittspunkt der Normale mit der xAxe, so ist 

a* ' a * > a ' F' iV pj 

d. h. die Normale halbirt den Winkel zwfechen den Leitstrahlen. Die 
Tangente halbirt den Winkel zwischen einem Leitstrahl und der 
Yerlangerung des andern. 
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11. 0ie fhirtptmkte der von F und F' auf die Tangentett gefällten 
Dothe liegen in der Peripherie des um M mit a beschriebenen Klrelses. 

12. Durchmesser || einer Tangente und Durchmesser durch den Be- 
rührungspunkt sind conjugirte. 

tgytgV»«=— ^ 

1// und (p die Winkel, welche die Durchmesser mit der positiven x Axe 
bilden. 

13. Gleichung der Ellipse in Bezug auf oonjugirte Durchmesser 
A und B die halben Durchmesser. 

A A 

^+|f==1» A«^.B»=*d«^-J^ ab slnitp ^ y,) ^ ah 
A2 = -= — -^ — ^r— , B« = 



— «) a 



a* — e^ cos* 1// ' a* — r* co6* y 

14. Construction der Ellipse aus zwei 4er C^rosse und Lage Mush 
gegebenen conjugirten Durchmessern 

a-f 6 ate yji» -fB^ 4- 2 AB cos (90 — 

a — b ^yA^ -I- B* — 2AB cos (90 — «) a « ^ — ^ 
£• si&d «dso a -f- 6 und a -^ 5 die DiagöMlen ^nes ParaUekgtammes, 
in welchem A und B die Seiten und 90 — a der von ihnen einge- 
schlossene Winkel ist. No. 1 1 dient zur Bestimmung der Richtung 
der Axen. 

15. Inhalt eines Segments vom Seheitel der groesen Axe^ die 3ehne 
senkrecht zur Axe. 

16. Inhalt des Segments, wenn die Sehne durch den Scheitel der 
grossen Axe geht. 



a I a -^ X \ 
/^ CS y 16 arc cos — ^ yj 



17. Verbindet man den Endpunkt der Sehne in No. 16 mit dem 
Mittelpunkt der Ellipse, dann ist der Inhalt des zu dieser S^ne ge- 
hörigen Sectors: 

aö a -*- « 

r «s -— jBirc oöB — 

2 a 

18. Fläche der ganzen Ellipse: fsss ab^ 

19. Rotationsellipsoid 

tt) Drehung um dfe grsose Axe: ij t^ !^at*ft 
f) „ „ „ kleine „ t)«=|a*6jT 

20. Zone des Ejilipsoids bei Drehung um die grossä Axe 



.„!lj(3v.«+3v.»+|i..) 



2i . Abschnitt von der Hohe h: ©«=-—. -~— f3 a — ^) 



a* 



r^ 



1« 

22. Inhalte von Abschnitten und Ansschnitten und Umdrehongs- 
körper in Bezng anf die kleine Axe erhalt man, wenn man in den 
entsprechenden Formeln a mit b vertauscht. 

33. JMUig^eicliiilig der Süipse lür «i«e|i Biennpankt als Pol» ^^ 
grosse Axe als Polaraxe 

H 
2 

r SS .111 

l-f-- — cosy 



D. Dia. Byp^bel« 

« b* 

U SM^itolglalGhiuig: y* «« p« 4^ 9«^. :^ i««« 2.0) 9 «r -^ ^ so 

26^ b^ 

ist der Parameter p = und y* =« — (2 a a; -|- x*). 2 a die grosse 

Axe, 2& die kleine Ax,e. 

2. Die ]dittelpaBktsgletch,ang : 

Wenn x s=5 a s^oi/r, so ist y g= ft tgi /^ 

3. Excentricität : e ss y<i* -f. b?^ g[leich dem Abstand der Brenn- 
punkte vom Mittelpunkt. , 

4. Q und Qi die Leitstrahlen des Punktes (x, y): 

e = — - «) ^1 == — + «» (»1 - ^ = 2a 

5. Gleichung einer Sbcant^ dvich (x^, y^), (ä;,, y,) 

a^Cyi4-y2) 

6. Gleichung der Tangente durch den Punkt in No. 5. 

„„„ -^rx-x*^oder-^-.^«l 

a*y, 

7. Gleicl^uog^ dez: Normale : y ^-^ yj gR—-^ ,, (x — Xj) 

X I 

8. Tangente : —^ Vq9i> Normale = — Yqii^i his zujt xA^e. und 

X| u 

— VQQx his zur yAxe. Subtangente aais -2= , Subnormale =a — -1 

9. itf der Mittelpunkt, F und JP' die Brennpunkte und L der 
Dnrchschnlttspunkt d^x Tangente mit dter xAxe. 
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ML s= — , LFcss e as — ^, LI* s — p^ 



FL _ ^ 



X, Xj Ij X, 



also -=rr- SB -^ d. h. die Tantente halbiit den Winkel zwiBehen den 
F'L pi 

Leltstrahlen. Die Normale halMrt den Winkel zwischen einem Leit- 
strahl nnd der Yerlängernng des andern. 

10. Die Fosspunkte der yon Fnnd F auf die Tangenten gefällten 
Leihe, liegen in der Peripherie eines Kreises, welcher um M mit a 
beschrieben ist. 

11. Conjugirte Durchmesser, (f und ip die Winkel mit der xAxe: 

tg ^ tg 1// » -^ Siehe No. 12 in C. (Seite 140). 

12. Gleichung der Hyperbel in Bezug auf conjugirte Durchmesser : 

A> — B« = a* — 6« AB sin (i/; — y) =s ab 

X V 

13. Gleichungen der Asymptoten: — ±-r-«. 

14. Goordinaten in Bezug auf die Asymptoten als Axen. 

a* + 6* _ U\ » 

4 -\T/ 

15. Flächeninhalt eines Segments, dessen Sehne senkrecht zur 
X Axe steht: 



fit? = 



f^^y^ablogn^—^^^ 



16. Flächeninhalt des Sectors, welcher eu den Endpunkten der 
Sehne in No. 15 gehört: 

17. Gleichseitige Hyperbel: a = & und a?? :^ y« = a*' 

18. Für a=l, x> --y^=z\, Sector aus No. 16: /'«lognCx-f-y) 
«/=x-|-y, e /s=x — y 

X = -—2^ = €^ Z', y « *= ©in r 

19. Volumen der Umdrehungsköiper, Drehung um die grosse Axe^ 

Segment von der Höhe x:.. 

h^ x^n 
V^^ZJL (3a4-x) 

Die körperliche Zone von der Höhe h 



v-¥(ä,..+3...-5^..) 



i 



20. DrehQBg'Vm dte kldine Am. Zone voa der Hdbe y, wenn 
der Bfittelpnnkt in der einen Orondflidie liegt 



S. AUgeoMiiiA Oleiehnng der Xegeliebiiitte. 

1. Ax^ + 2Bxy-h Cy* + 2Dx + 2Äy -f P = 

A, B, D 
A = AFC^AE*-^ Cl>* — Fß* + 2BED =: 



« = i4 C — B« = 



/9«ilF — D» 



A, B 

B, C 

B, F ' y 



B, C, E 
B, Ä, F 



CF— £> 



js:, F 



2. Die Gleichung (1) hat keine geometiieehe Bedeotong, wenn 

a>0, A^O A>0 

a = 0, A == 0, A ^ 0, /J > 

tt«=0, A = 0, C>0, y>0 

3. Die Gleichung (1) bedeutet einen Punkt, wenn 

a>0, A = 

4. Die Gleichung (1) bedeutet eine . doppelte Gerade, wenn 

« « 0^ A ^ 0, A > 0, /» = 0, 

«;«<), A^O, C<0, y = 

5. Die Gleichung (1) bedeutet zwei parallele Gerade, wenn 

« = 0, A = 0, A>0, /J<0 

««0, Ar=0, C>0, y<0 

6. Die Gleichung (1) bedeutet zwei sich sohrieldende Gerade, wenn 

« < und A = 

7. Die Gleichung (1) bedeutet eine Ellipse, wenn 

«>0, A>0, 4<Ö 

8. Die Gleichung (1) bedeutet eiiie Parabel, wenn 

a a= und A ^ 

9. Die Gleichung (1) bedeutet eine Hyperbel, wenn 

, a<0 und A^O 



1^: 

7. ZwriUkflUiviiiiv der attgemai««» OMokwig (1) Im S« ftuf 

die SMMtMgtekkwig. 

1. Setzt man für x x^ 4-; *^ <^s ic — v sin a 

und für y y^ -^ u sin a -{- v cos a 
80 erhält man eine Gleichung von der Form: 

in welcher, wenn ck^ usd Ai dieselbe Bedeutung wie ce uiid A in 
E (1) baten, 

4 -t- Cav 4j 4- C|, « =3.«i und A e dl 

2. SoU die Gleichung in (1) die Form 

Aj M* -|- Cj ü* -|- 2X>i II s» annehmen, .also 
B, = f?i == Fl =j sein, so ist 
A -f< C =« Aj 4- Cj, Aj Ci = <fr u«d C^ D^* = — A 
aus welchen^ G]^lcfa«ngen sich A^ , C^ «nd* ^>^ bestimmen htssen, 

ausserdem ist aeelL im 2^ an uu ■ " ■ >!. ' ' 

A -^ C 

Die Coor4iHateii im Baume. 




1.. Die Abschaitte auf OX^ OYu. OZ 

positiv, 

. dte Abschnitte auf OXj , OFi u. 

OZ^ negativ 
Jg' OP de» Leltstrabl des J^ullkte» P. 

2'. DSb P»allelpTOjectionen von OP 
ae r auf die Axen heissen die Coordi- 
nateh dhs Ptmkte» P. 

3« i9«lQhflii dei CooidiBetea. • 



X V z 

Pj liegt in OX T ^ -*- + +, 



» 



» 

n 



n 
n 
n 



0X^ 7 Z [-^, 

ox, r, z +, 



P« Uq(t in ox r z, + + — 



p« . 


„ ox, r z, — + — 


A » 


„ o* ¥, 2:i+-^_ 


*. » 


„ OJ, r, z, 



4. Die Winkttl eines Radiusvectors' mit den positiven Hklbaxen, 
a, ßf y, werden von bis 180^ gewählt. Für alle Lagen eines 
Punktes P, (x, y, %) ist bei rechtwinkligen Goordinaten 

a; 5S5 r CO« «, y 5= r co» /J, ». =« r cps y 
X* 4- y' -4- ** = •"*> ^8* a -|- cos* ß -j- cos* y s=s 1 

5. Der Punkt P (x, y, «> der Punkt P^ (x,, yj, «j), PPj a d, 
OP =s r, OP^ »mr,, so is« 

X — Xj SS d cos (d, ir), y — Vi =* d CO« (d, I), s — S| « d cos (d, Z) 
(X - x,y + (j^- yO' + C« - «O* = d* 
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08(r,rJ = * * i«C08«C08ft,-f CO8;»CO8^j + C08yCO6y, 

_ [(yi «— y«!? +(« t ^— «x,y -h(a:, y— gyj«]* 

8 (cos ^1 cos ^^ — eM/lcosxi)*+ fco»)', CM a-^ 008 7 cos a,V 
I 4-(<^8«(iC08/'— tosaco8/}j* 

I f der Inhalt des Dreiecks OPj P, fi, f^ und /, die Pir<^ectionen 
dieses Dreiecks auf die Coordinateii-Ebeiien , so ist 

^ Wenn ^ (r> rj =» 90<*, cos« cosai -j-cos^^cs/Jj +-Gosy coay, s= 
1 Femer ist r cos (r, r,) = x cosa, 4- y cosyJ^ 4- « cwyj 

i - P P n 

6. Wenn P in der Ricktang von P^ P, liegt und -5*— as -^, 



dum ist 






X s 


«-HP 


«yt-hpyj 
' ^ ?-Hp 


Wenn aber 




dann ist 



y-fp 



1= Xj -f-nCxj — Xi), y = yi -h^Cya — yi), s -» «, -Hn(«j— «J 
7. Winkel eines Leitstrahls mit den Ck>ordin%tenebeneB. 

«' mit der Ebene OZY] « -h *' « 90<» 

ß' „ „ „ OXZ) dann ist /J + />'«. 90» und 

cos* a' + cos*-^' -h cos* / = 2 

S. Winkel einer Ebene E nfit den Oöord&natenebenen. Wenn das 
; von O auf E gefällte Loth mit ddn Axen die Winkel a, ^^ y bildet^ 

j 80 ist 

^£,2[r«y, ^E.XZ^ß, Z.E,YZ^a 

I 

9. Projectionen von Linien und ebenen Figuren auf die Coordi- 

natenebenen. l eine begrenzte Linie, ii, ^« l^ ihite Projectionen auf 
die Coord^wtenebenen, a, ß, y die Winkel der Linie mit diesen 
Ebenen, sc^ ist 

l SS Z cos a, ^2 "^ teosßy l^ ss^ltohy uiüd 

feine begrenzte ebene Figur , «, /f, ^'die Neigungswinkel gegen 
die Coordinateoebeaen , /j, f^, f^ die Projectionea dieser Figuten 
auf die genannten Ebenen, so ist . -> < : 

f a= f cos,«, /^a *** /^«» A A »^ /"cosy «nd' 

10 
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Yerwandelung der Goordinaten. 

1. Parallel Verschiebung der Axen. Die neuen Axen ü, V, Wund 
^i'^n ^i ^^^ Anfi^ngspuokt der neuen Axen in Bezug auf die alten, 
80 hat'iuan - ^ .. 

X = Xj 4- W, y = Vi -|- t7, « a«s Sj -f- u> 

2. Drehung der Axen uin dein Anfangspunkt. Die a,lteB und die 
neuen Axen rechtwinklig. 

l/büdet mit XY t dte Winkel c^, /Sj, y^ ' 
F - - XrZ - - «2, ß^, y^ 

- . ..w ., - ^ XY z ' . ^ '-^i^Pt, n 

Die Cosinus dieser^Winkel siiid' der Reihe nach ' 

^\i ^\t ^1 ^t'^S' ^s ^3> ^ir ^3' dann ist 
-_ x'sap fli.« H — fli^i' ^ <3r3 ttr und « =*='ai x + ö,^ y -|- Cj » 

' Es Ist : r* = «2 ^ y2 _|_ ,a __ ,^2 ^ ^2 _|, ^2^ £(ij ^^ ^ ^jj^ ^ ^^^ 
obigen Werthe eingesetzt, giebt durch Yergleichung der Ausdrücke 

«1* H- &i* -h «i* =.1 ^1 H d--*i ^2 + <^i «i — ö - . 

a,* -f- ^3^ + ^2,^ = 1 <*2 ^3 Hh ^2 ^3 "i" <^2 ^'s =* ö ^^'^ ebenso 
«i^H-a2'-fa3* = l fli &i +6'2&aH-a3&"3«0 ' 

^1* + &2^ + &a^ = 1 «1 Ci + 02 C2 4-03 C3 = , 
<?l^^ Ca* + C3« =: 1 ^, <?! 4- ^2 <?2 H- ^8 «3 == ö 

3. Ist OOj die Schnittlinie det Ebenen J^F und ÜV, und Winkel 
Oj 0^ == T/y, Wiak^ ^1 017 = y und der Winkel zVlscTien Z und W 
gleich yV'SD Ist such. , 

X = (cos (f COS 1// 4- 8in <p sin t/; cos y) w 4- (siii y cos V"~"<50s (f sin 1// cos y) v 

^- '; -x -n- V-'flini^rsinfy.'tp 
y == (co^ 1^. sin ifj — sin y cos ^^if^yj^-^^^in «f ain ^^4- Qö^ ^<jQß ii/;^os y) v 

'/f""'" .'.-". ..' ■,;'.,....../_ ..'4-cbs,i//;siny.;tr,-,.., ; • *> . 

2 = sin ^ isin y»ü — cos y sin y • v 4- cosy • 11; ; ; 



•/ 



P.olarcoordinaten. 

j ,r 4er ,Radi]u^veelpr, ^ det Wink6l> desselben, nüt ^tei positiv«n ZAxe 
Y9i:^.0^; bis .180^ gezählt. 1 *if. det Winkel, den dieBbene duueh^ r ^nd: 
ZAxe mit der Ebene ZOK bildet, von Ö» bis 360^ gezaMt, so ist 
X =5 i;.siijy cosd y =» f.siny sincf « a= r cosy 

Darstellung, der Flachem dareh GJeiehiiiigeii. • 

! 1. Alle^ Punkte^ de^en Göordüiaten einer : unbeititnmten Gleichdng 
zwischen x, y und z genügen, liegeit'in «einer Fläche;'^ die Gleichung 
zwischen x, y^i.p l^lsst die Gleichung :^eser. Flache. -Eine Fläche 
heisst algebraisch , wenn- il^re GleicburVg algebraisch , und transcen- 
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dent, weon diese transceDdent ist. Eine algelMmisdie Fläche heisst 
vom n^n Qrad»^ -wenn die Summe der Expon^itender Ooordinaten 
im höehstc^ii Qliede n ist. 

2. Die, Punkte, deren Goordiiiaten zwei unbestimmten Gleichungen 
zwischen x, y und z genügen, liegen. in der Duichschnittslinle der 
Flächen, welche diesen Gleichungen entsprechen. 

3. Eliminirt man aus den Gieichungen zweier Flächen eine Coor- 
dinate ; so ist die Eliminationsgleichung die Gleichung der Prcjjection 
der Durchschnittslinie beider Flächen auf die Ebene der andern 
Cooirdinateb.'^ r - 

4. Setzt man in die Gleichung einer Fläche für eine Coordinate 
den Wei^ Null eip , . ^sa erhält man • die Durch^chnittslinie dieser 
Fläche niit der' Ebjsne der beiden andern Coordinaten. 

- -- • - • . . ' i. • 

Die Gleichung der Ebene. 

1. X as a, Ebene «jH ^^^ TZ Ebene 

2. y = 6, - - XZ ^ 

3. « = c, - ' XY ' 

4; Ai;-|i/Jy=ä\D; Gleichung einer Ebene + der ÄAXe - 

5. Ax-I- C« a» D, - - - - r - 

6. By -f. C« =s D, . •, . - - ' X ' 

7. Ax -^ By -j- C» SS Of Gleichung einer Ebene durch den An- 
fangspunkt. 

8. Ax-f-By^-Cs^-DsO, allgemeine Gleichung der Ebene. 

9. Wfinn Xq^ yg, s^. die Lage der Schnittpunkte ^ner Ebene mit 
den Axen bestimmen, so ist 

D ^ D _^ D 

^o = — ^»l/o "B *'<>""" "C"' 

dann erhalt man aus No. 8 

X y « , 

*0 ^0 *0 

10. Wenn p du Luth vom Anftingspunkt auf eine Ebene bezekhnet, 
und ce, ß, y die Winkel dieses Lothes mit den Axen sind, so ist 

p = x^, cos« « y^ cos/J = «^ eosy 
Aus No. 9 folgt noch 

X cos a -|- y co8^ -f- « cos y =■ p 
D D ^ D D 

•A B C ' -j-y'Aa+B^-fC» 

(p stets positiv) 

imii-^ — — , eo»/3 *» -*- -— ^ cory «= *. -^ 

I 

11. Loth vom Punkte (xp yj, «j) auf die ^b^ne.^. 

Ax. + Byi'H- C«i + 2) 



01 '^^ 



10 
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12. Eine Ebene dazoh den Punkt (X), y., s,) 

A (x — »,) -f* Ä (y -T^ yi) -^ C (s -t.»,) ««B a 

13. Die Ebene A (x — ar J -f- B (y — y J -f- C (* *^ « « geht 
dnrch die Pankte (xj y^ t^), (xj y^ *i)i C^zVs «,),'"^iJnn 



As 



y, «1 1 


, B = 


^ *i } 


Vi «2 1 




«j Xj 1 


ya «3 1 




«3 «3 i' 



Xa yj 1 
3^4 Vi 1 



14. Zwei Ebenei) E und £|, ^ ihr NeigUQgswink^. 
Ax + By H- C«-|-X>a= 0, AiX + Bjy 4- CjS+i), 

AA, -h^Bi -h CCj 



co$^ == 



±yiA* + B* -H C*)(Aj> -h Bj« -f- C,i) 



^ J5 ^ 
Die Ebenen £ und Ej sind + wenn -r- = — - a=s —- 

-^1 ^1 ^1 
Die Ebenen E und £} stehen senkrecht auf einander, wenn 

AAj +BBi 4- COi «=tfO 

15. Entfernung der parallelen Ebenen 

Ax^ßy -^^ C« + i)=5.0 und Ax + ßy -t C» -^ 2)^ == 



P = ± 



D — D, 



Ya^ 4- ß« -I- c« 



1. 



X 



cos a 



Die gerade Linie. 

^ " ^ • ^*" "•' *'> *** ^»^ "? **' 



Linie, a, /9, / i^re Winkel mit den Axen. 



2. Wenn 



— *i • y — Vt 



«"— ^ t. 



B 



80 ist 



A ß C 

yA^ 4- ß2 4- C« = m geieirt : co»«-*— , cos/?«—, cos^bb-— 

Wl Dl IW 

a. I^Qiehsehiätt der Linie (2> mit den Godtdinaienebeneii. 

JLm >A#tf Tl)^, - 

ZYEbene xs=xx j Jt^Z Ebene x=x ^ r- ^, X"^ ibene yaay j -A 



JBx, 



B ' 



4. Glelchang der €ter^den dnrdr die Pankte (x^ fp^ ti), (x, y, *{} 



X — Xj 

Xa "■■ X4 



y — Vi 

^2 — yi 



% — %< 



5. Die Gerade In No. 2 steht senkxeefat anf-der-BbMe 

Ax 4- By 4- C« 4- D = 

6. Die Gerade in No. 2 liegt in der Ebene B^ 

Aj X 4- Bj y 4- C^t 4- D, Ä 0^ jrenn 
AjXi 4-Bjyj 4- Cj*i 4-X>, -«9 utid AAj 4- BBj 4- CCi « 
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7'. Die Gonade No. 2 ist -^ der Bbene E^ , wmih 

8. Zwei Oet&de L und Xj, (^ der f^inlLel zwlsclien beiden Ge- 
raden. <p wird bestimmt dnich die beiden Leitotrahlen ^s L und L^ 

C08 O) ass 4- ■ * ' 

yiA^ + ß« + C») (A^^ 4- B,« + Cj^) 

9. Wenn (p der Winkel der Geraden L mit der Ebene £ ist, 
80 ist 

^ny AA,+BB, ^CC, 

YCA* -f. B« 4- C»)(Ai« -h Äj* 4- €,«) 

10. Loth von «2 1/s 's &^ '^ » wenn zur Abkürzung 

X, — X, = Z, y, — j/j = r, »j — «1 = Z 

, QßZ—CT)^ 4-(CX— AZ)a-f(Ar— BX)« 
1^ «= A^^^^C^ 

11.. Zwei Gerade ,X und Xi» Ebene durch L^ Jff^ L 



= 



12. Kürzeste Entfernung der Geraden L und L^ 



X — 1„ A 


^. 


V — Vt' B 


B. 


»— »„ C 


Ci 



Wenn 



C C, 



CCi 
AAi 



«d, 



AAi 



sas C, 80 Ist 



± ]/a* -I- 6« -f- c2 
13. Geht X| durch den Anfangspunkt 

|/a« 4- ft« 4- <j« 
f4. Wenn X^ mit der XAxe zusammenfallt: 

Cy. — B%. y, cosr — s. cosÄ 
]/ J52 ^ jC2 sm ce 

15. Wenn X^ mi;t der JAxe zuBammefifallt : 

A«i — Cx^ -' *4 CO»« — x^ eosy 
|/A» 4- C2 . 5in^ ^ 

^6. W.citn X^ mit der ZAxe.ausammeafaUt: 

Bx^ -r- Ayt ^ X, coe/? — - yt cdsg 



P» 



Pt^ 



1/A5^+Bi 



siny 



» • ■ , » 

Die gerade Lipie als Durchschnitt der Ebenen Kund ^Jj. 

- 1. EÜminirt nii&n aus -den Gleichungäf^ von E und E^ einmal x, 
<^bsA andeieinal y^ so erhält man die Gleichungen der Projectionen der 
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DuicbschnittsliBle yon £ und £, au^ die Jlbeoea YZ und IZii 
der Form 

y s*s 6 j -f- y, , X = a« -f- «1 oder auch 



X — aj 



1 



y — !/i 



« — 



a 



6 1 



mithin 



ah 1 

cos« = — , cosÄ ^ — , cosy ^ — 
m m ' m 

2. Setzt man in die Gleichung Ax-f*^y4*Cs-fi> — 
z Null j 80 hat man die Gleichung der Sohnittlii^ie von E und 
Ebene YZ etc. 



Axonometrische Projectionen. 

Prejection eines rechtwinkligen Coordinatensystems auf 
Ebene E. Auf den Axen sind gleiche Längen a abgeschnitten. 
Axen bilden der Reihe nach mit E die Winkel a, ß^ y, und 
Projectionen sind x, y und z, 

1 . X SS a cos ce, y ssz a Gosß, z as a cos y 

2. x» + 1/2 ^ ,2 -== 2 a« s= p 

3. Nennt man (p und'i/; die Winkel, welche eine Linie sei 
zur YAxe mit der ^Axe und mit der ZAxe bilden/ so ist 

Vi) 0-2««) 



Cdsqp 



2xy 



cosxp 



Vp(P~2x») 
2yz 



4. Beim Zeichnen wählt man das Yerhältniss von x : y 
bestimmt darnach </>, i/;, a, er, /? und y. 

5. Tabelle für bestimmte Axen Verhältnisse. 



Die Axen 


1 !■ 1 

Die Axenwinkel 


Verjüngung 4< 


er Axen 


X 


y 


z 


^ 


tg<iP 


^■' 


tgi// 


■X 


y 


% 


1 




1 


30O 


0,577 


30« 


0,577 


0,816 


0,816 


0,816 


1 




i 


7»11' 


0,126 


41 »24^' 


6,882 


943 


943 


471 


i 






13«38' 


0,243 


13 «38' 


0,243 


727 


970 


727 


i 




^ 


21*»58i' 


0,403 


21058i' 


0,403 


762 


915 


762 


\ 




^ 


5<>44i' 


0,101 


5«44i' 


0,101 


TU 


995 


711 




1 • 


62<>44' . 


1,940 


13«30' 


0,240 


727 


727 


970 


2 




6 


41«24i' 


0,882 


41«24i' 


0,882 


943 


471 


943 


4 




4 


44« 6i' 


0,969 


440 6i' 


0,969 


985 


246 


985 


S 




8 


44047^ 


0,992 


44047' 


0,992 


996 


125 


996 


1 




i 


1047/ 


0,031 


440 6i' 


0,969 


9Ä5 


985 


246 


i 




1 


36*50' 


0,749 


lt>o20' 


0,293 


663 


883 


883 


i 




i 


36<»50' 


0,749 


36050' 


0,749 


883 


663 


«83 



ISl 



Bestimmang dex perspectiviseh^en Proj^ectioii'^lineB 
Punktes durch Rechnung und Construction. 

1. Für den Augenpunkt A sei 

X BS — d , y SS und % ss h 
die Ebene Z 7 sei die Bildebene. 

2. Die Lage des Punktes P^ (x^ y^ tj)*soU auf der Bildebene 
bestimmt werden, d. h. der Durchschnittspunkt der Linie APi mit 
der Ebene Z Y ist zu suchen. 

3. Die Gleichung der Linie APj ist 



X — X, 



y — Ut ^^-^ 



«j — h 



Setzt man x ss 0, dann sindy und % die Cootdinaten der per- 
spectivischen Projection. Man erhält ' ^ 

d d . h d 



y-* 



TT* 



'9 



i t 



*' + T 



• I, 



j d -f- 3Ji * ' d ci -f- a?! 

- 4. Construirt man f&r dasselbe rechtwinklige Coordinatensystem 
die Hyperbeln 

d 2d 3d 

und zieht eine Reihe sehr naber Ordinaten, so hat man' einen 
krummlinigen Maassstab, welcher, wie der gradlinige Maassstab beim 
Zeichnen nach Axen zur Construction einer perspectitfschen . Zeich- 
nung gebraucht werden kann. 

Die Flftehen swelten Grades. 

, » 

1. Allgemeine Gleichung. 
i4x»-fßy«4-C«*4-2jDy«-f-2Ex«-f-2/lcy + 2Öx-t-»fli/-f-2J«+Jf«=0 

2. Die Fläche hat einen Mittelpunkt, wenn die' Determinante 

A, F, E ungleich Null ist. 
F, B. D 
E, V, C 

3. Wenn x^, y^, z^ die Coordinaiten des Mittelpunkts sind, so ist 

• 4. Wehn der Radius vectbi» r'des Punktes P (x;y, s) amf der Fläche 
Ax^ + By*H^ Cz^ 4- 22>y« -f- 2 Ext '-{- i Fi^ = Ä'-ienkrecht steht, 

also eine Axe derselben ist, so hat man, wenn noch -^rr- mit d be- 

zeichnet wird, zur 'Bestimmung der 'Grösse 'und Lage der Axen'-. 

A — ä,F,B, 






^E\F,E 



-f. 2) 



u 



cosa cos/9 COS)/ 




+ (c-o 



i^$,F\ 



**» I i .r . 



:0 



10 



ti 



V 



to 



■[/t|2 ^ ^2 ^ tp 



2 
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5. Fiäohen zweiten Grades, welche einen Mttteipnakt haften, 
a, b und e die halben Axea. 

X* y» «2 



^ + f? + ^-lda8Emp«oid 



I^ «2 «' • , 

-ji-f- 1^ j == 1 jdas Hyperboloid mal; hinein Fache 

r* V* ** 

-T^-i-TT j= — 1 das Hyperboloid mit iwei Fächern 

a- 0^ c* 

a;2 v» «2 

6. Pi0 Kngal. .a, b nod e d^ Coordinaten des Mittelponkts, 
r der Radius 

(x — a)2 + (y — by -h (« — c)2 = r' und wenn 

X» -I- y* -f ,2 -j- ^X + By H- e« + X> a= 0, SO 1« 

««~» **'^T» '^--T' r«i|/-A»-ffi*4-e»-4i) 



7. Flächen zweiten Grades ohne Mittelpunkt. 
-T^-f-7-=^^ das elliptisch« Paraboloid ' 



vT — Xs ^ ' ^*^ hyperbolische Paraboloid 

-T- 4- ^ = 1 der elliptische Cylinder 

-r — YT = 1 d®r hyperbolische Cylinder 
c^ b* 

£* 2^ 2^' 

-~ X ;äO der parabolische Cylinder. 

Düferenzialrechiiiiiig. 



1 . 

(£rklSrun^en und Bezeichnungen.) 

' 1. £inei Zahl, welche alle Zahlenwerthe der stetigen Zahlenreihe 
apnehmen kann, heisst. eine, verandeiliche Zahl, wahrjind eine Zahl, 
welche einen bestimmten Zahlenwerth behält eine constante Zahl 
gebannt wird. * 

2^ Pie veränderlichfoi Zahton bezeichnet man gewohnJPich. durch 
die letzten Buchstaben des lateinischen Alphabets, wogegen die Qon- 
s tan t^n, durch die. ersten Buchstaben desselben bezeichnet werd:en. 

~ 3. EiAe Zahl, welche von einer oder. mehreren YeräBdertilchfiii 
abhängt; tHBitsst eine Function dieser YeHEndeftfchen. Sind u und v 
Functionien von x, 90 deutet man dieses durch: 

u =B f(xy ^doE. rp (x) und 

V «= -^ßc) oder (f(x) an. 



1 
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"Won V «im: Fonclioa Ton x und v-^^ '^ ^^^ FoiioliQn..'von 
2r, y, «, so rwäzde man. dieses 4iuroh 

V SB F(x, y, *)' oder i^(äc, y, «) «ttckrtlen k^tieft; ^ 

Die Terinderlictien x, y, « . . .. werden auch die ^^gi^^Qnte der 
Function genannt. Das Argument Ii6is8t die nnabhängig Teränder- 
Ucim , iribnend «une .Fii«ction eint- abhängig YenU^xUclie h^sst. 

4. Functionen von des Form t« :?»/(«), ,«5=^(1, y), «> = (^(x, y, «) 
heissen entwickelte • (jexplicite) I>^uncäonen, ^ind die abhängig 
Veränderlichen mit ihren Ar^menten auf irgend eine Weise ver- 
bunden, so dass'die Herstellung ' der dbigen Form der Function die 
Auflösung einer Gleichung erfordert, so nennt ^an die Function 
«Ine unentwickelte (implicite). 

Entspricht iBinem bestitttMen Weythie des Argtäneinti^ einer Func- 
tion- stets nttr ein Weifh d^rselb^n , so hefsst die Function einför- 
mig ; gehören aber zu einem Werifte deb Argumente mehrere Werthe 
der Function, so wird dieselbe vielformig genannt. 

5. Wenn u = f(pe), so bezeichnen: . 

f(0'), ^(1), /C2), ^(3) .... der Reihe nach die Werthe von 

u für: X = 0, X 5=B 1, x = 2, ^ . . ' . 
BezeicWt f(x) irgend eine Function, so Öt f(x 4- A) dieselbe 
Function für das Argument x -f- h, 

ß. Irgend einen Zuwachs von x bezeichnet man durch Ax; Ax 
ist ajso die Differenz zweier atife}n«ndör folgenden Werthe der Yer- 
Sndeilichen. ■ ' 

Ist tt «55 fQt)j so heisst: f{x *f- Ax) — f^sc) die Differenz der 
Function ^(x), cUeselbe wird durch äf(x) oder Att bezeichnet. 

Die Däferenz zweier aufeinanderfolgenden Zuwadise ton x h4isst 
die zweite Differenz von x, man s<ßhreibt dafür A'ai. Die ent- 
sprechende Differenz von f(x) ist A/'{aj -f^ A*) 1— A/(x), welche 
durch A^ f(x) oder A^ u bezeichnet wird. (Man, vergli^iche arith- 
metische Beihen^) 

7. Die einfachsten iIAnnetfonen bind: 

I. u sss a + 3;, 2. w a^ a — x, 3. u = ax 4.' w = — 

5. ft ats X*' 6. '« asrf a*, ' 7. t« «* log»; 8i « stö öinx, 

9. ti'ste cosx, 10. tc aas arc sin x, 11. tc «*> arc cos x. ' 

arc sinx wird gelesen: der Bogen dessen^ sinn s ^eich H ist. 

8. Jede Function, ^^cfkfte duirch irgend wolbihe Yei^tidukg der 
einfachen Functionen «itsti^ht^, heisst eine zusammengesetzte Func- 
tion, • ' 

9. f^theüung' der Fii«^oneäp, . 

1. Functionen, welche aus den einfachen l^nction^ 1 bis 5 in 
No. 7 zusammengesetzt sind heissen algebraisdi^ Functionen, 
alle andern Functionen heissen transoendente. 
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2. Die algebraischen 'Fimctionen zerfallen in* rationale und irra- 
tionale. Bei den rationalen Fnriotionen sind die Yeianderiiclien nnz 
mit ganzen Exponenten behütet ^ fahrend bei den irrationalen die 
Exponenten ider.Yeiäaderliehen. Bruche sind. i ... 

Einet rationale Function f{x) ss A^ -^ A^v ^ Aj^x^ ,. . . 
4- -4^x" heisst eine ganze Function nt«i Grades. 

3. Eine Function u ae t%-4 hellst eine gebrochene Function vmi x. 

Ist ^(x) eine ratiohaj^ Funfetion 'ti<»n 
und (f(x) - - - pt«n Grades, 

so helsst u eiji^ echt gebrochene Function, wenn: 
I ^<^P ;^nd eine u|iecht gebrochene, wenn : 
n>p ist '' '" ' ■ ,\ .■•:..''... 

Jede uneeht/gebcofihenejratiQnal^: Function yoQ x lässt sich 
zerlegen in zwei. Sumnunandep, von .^nen de^ eine, eine ganze 
Function von x.und de^ andere «line^cht gebrochene Function 
von X ist. 

4. Eine Function /"(x, y, 2, . . .) heisst eine homogene Function 
nten Grades, wenn 

' f(xt, yt, %t . . .) = «»/'(x, y, «) ist. 

5. Ist f{x) «YCife 4 ^) ^/X^fc Vx) ;= . ., f{nk 4.,x), so.wird 
f{x) eine periodische Function von x genannt, di^ Zahl fc Üeisst 
das Intervall der Periode. 

10. Die > graphische .DarsteUung der Functionen. 

1. Ist 1/ = fix)', so kann man x als die Abscisse und t/ als die 
OidUxate des Punktes (x, y) der Ourve betrachten deren Glei- 
chang.y =». /(x) ist. ... 

%. Wenn: % es fQs:^ •]/} ist, so .lassen, sich x, y, 2. als , zusanunen- 
gehörige ParAUelcoord^tendeir Fläche betrachten? deren Glei- 
chung 2Cä/(x/.?/). ist, . ., 

11. Stetigkeit der Functionen. '- - " 

1. Eine Function u = f{x) heisst stetig für jeden Werth von «, 
wenn für jede unendlich* kleine Ziunaäme dei Aiguments auch 
die Function eine unendlich kleine Veränderung erleidet. 

2. Ist liBÖi /"(xj + «) = lim ^(Xj — ß'); wobei a und ß gegen 
NuU oonvergireut so «ist f{x) für den spepiellen Werth x =^ x^ 

stetig. Sind die beiden Greozw^irthe .ungleich,., so ^ findet bei der 
Function eine Unterbrechung der Stetigkeit statt wenn x k= X| ist. 

12. DiJfferenzifilqaotient.undmffereffTji«^. . •< 

. 1. Ist t/ SS /"(x) eine stetige F^nct^ou; vpn 9;, so pennt man den 

Grenzwerth des Differenzenquotienten: 

Av ^f(x) 

T^ = \r ^ für ein ohne Ende abnehmendes Ax, also: 

•A» . . . Ax,, 

A^'.- A/Cxl 
lim -T-^ = lim . , den Differenzialq^uotienten , oder auch 

Za X t^ X * - ■ ■ 



tu 

die Ableitang von f(x) nach x. (Man' Ter^eiche endliche 
Reihen.) 

2. Um den Grenzübergang anzudeuten, HsBt. man das Zeichen 
lim fort und schreibt dafür statt des Buchstaben A, ein d vor 
X und f(x). 

ax dx ax dx 

Znr Abkürzung schreibt man auch: 

3. Es ist ^^ « rC») + «, also Lf(x) « (^C«) -f «)Ax, 

wobei a eine Zahl ist, welche mit Ax zugleich Null wird. 

4. Aus No. 3 ergiebt sich, wenn A« gegen Null eonvergirtr 

df(^x') «= f (x)dx.- 
dx heisst das Differenzial von x und <if(«) das BifKerenzial 
von ^(x). 

dC 

5. Ist C unabhängig von x, so ist 3— ob und dC sss 0, 

ax 

13. Darstellung des Pifferenzialquotienten. 

1. Wenn y =» ^(x) die Orcßhate einer Gurve bei rechtwinkligen 

dy 
Coordinaten ist, so ist j2 ss f(x') die Tangente des Winkels, 

welchen die Berührungslinie der Gurve im Punkte (x, y) mit 
der positiven XAxe bildet. 

2. Ist ^(x) der Inhalt einer Figur, welche begrenzt ist, von «iner 
krummen Linie, den rechtwinkligen Ordinaten der Punkte 
(xqj yo) und (x, y) und der Differenz der Abscissen (x — x^), 
so ist f^Cx) s= y. 

3. Stellt fix) das Yolupien eines Korperabsdutitts Ivon ^der 
Hohe X vor, so ist fix) der Inhalt der Grundfläche dieses Ab- 
schnitts. ' ... 

4. Bezeichnet f(i') bei irgend einer Bewegung eines Punktes den 
in der Zeit t durchlaufenen Weg, so ist /^ p) die' Geschwin- 
digkeit dieses Punktes zur Zeit t. 

5. Ist f(t) die Geschwindigkeit eines Punktes zur Zeit t, so ist 
f(f) die Beschleunigung des Punktes, zu dieser ^Zeit. 

B. Ghnudfoniielxi. 
1. dx^ SS nx"""Mx; n = ^ giebt- dyx ss 



2. da* = a^.lognadx, d«* sss e*dx 

dx dx- 

3. dlognx = — , dlogx = löge — 

X X 

4. dsinx s= cosxdx 



2 j/x" 



Ii»6 



8».. dc^9iX «■ — aUkVdx 
dx 

C08*X , ■ 

• ' ' ' ' d'x ^ ' ''' 

7. dcotgx SB ; — -— s= — cosec^xdx 

8. dlogn sinx ss cotgxdx 

• * ^ 

9. dlogn cosx ^ — tga^da; 

10. dlogh tga? 4a» '-¥- dlofn cotg x «fit" — jt-»- 

■' ^ sin2x 

-41v eHogn tg«^ 



2 sinx 

'■ ' •■' dx 



(TV ' X'"\ 



qJ^sx 
lä. <tf crö sin X 4B «+^ d«rc costr 4 



I I ■■ !■ J I 



yi — x2 



(ix 



I 

14. dAre tga^ =« i-^'ÄSfc cotgir =^ 

1 + x^ 

15. darc sec?; s= — d.arc cosecx 5»? -^ — ^^^ 



• - - . xyx* — I ■ 

■ T*6'. darc sin (1 — i) = -^ darc 'c(>9.(l' — a:) = — 



dx 



' ' I ' 



}/2aJr^.x2 

17. (i@mx = (Sofxdx 

■18^ dSofaf ^.^«»dx / :• . , 
i9. d3:g.x==i|l^='®ec2x(ix 



•I , !. 



t • l 



21 . dlogn @tn x s (Sotg x d x 

22. dioga.(Sofx Ä.ftgxdi 

24..1ogB2:8| = ^ 
25. d2lrc®mx=: 






Yx* 4- '1' 



f • . , . . • — « 



26. d2rrc(£ofx= "^"^ 



}/x2 -, 1 

27. dUrc 2g X = dStrc Sotgx = ^ ^T 2 



dx 



vn 



* 

C. AUgemeina Fomeln. 

1. Wenn u eine Function, von z Ist. 

^dx' 'dx du dx 

- dar • - 2 Vir ' 

Wenn u «X a + Jx*", -üasrftx'*-»» ... 

dx 

also d (a -f 6x*^'*«= fK5«^""ii (a -f fexQ"" * dx 

I ' . dx ", ■ ■ • 
Wenn u«a + &x2, j| :?s,4ö^ 

djlogy«.= -j.^.dx 

du 
. asin tf 9» costi -r— • dx 

I . - - dx 

' ... ' . 

d'Aiic Sinti BS — . -ü , dx 

|/1 — M« dx 

2. Wean «^f(»), j^wi^^y) und y *- i^(x), «e Ißt-- 

du du. ds dy 
dx dz dy dx 

3. Wenn u, r, tr PutcödneB Toa-r^ini: 

d(^Au -f- Br 4-„C3 =.ii4w -f dBv J^.dC iiF ilell* -f Bdv + 



(dw' dü\ 



ä 






17* 






dFr«, r, tr) . dF. du . dF dv dF dw 

dx du dx 3,v ^'dx^dw dx^ 

Wenn u .« x : 

. . dF{XyV,m) ^dF ^(^ d^.dF W 
dx ^- Ac 'dv ' dx dw ' dx 
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4. Wenn t « F(x, y) - . , 

d'F^ " ' dF " 

d^F d},F d^F d^F 

dxdy dydx ' dx^ dy dydx* 
d^F d*F d'^F 

5. Wenn F(x, y) = 0. ' . - 

dF dF dy^ 
dx dy ax 

d«2 "^dxdy * dx"*" dy» ' \dx/ "^ dy * dx* '^ 

6. Wenn x und y von t abhsngen : ' " ■■ 

dy . dy dx ^ 

dx dt dt 
d»y_ Idx d^^d^ -d^xV- :/dx\» 
dx« ~" \dt 'dl« dl * dt«/ ' \dl/ 

dx^*^l\dtl dt» dt' dt^' dt^"^ dt\dt*J 

dy <^*aj1 /d«\ 
dt * li^l ' \TtJ 



. -- .d[» 
"dt 



7. Wenny ss t, .VertAaschnng dei.onabhängigea Variablen . 

dy-___ dx 
dx ' dy 

d«y d«x /dx\' 

dx^ ** "* dy« ' \dy/ 

dx3 - [^ \dy«/ '^dy • dy^J ' \dy/ 

S. Wenn F(x, y, x, . . .) elnä homogene Fnnction vom n ten Orade ist : 
dF dF dF 

'^dF + yd7+'d7'*^'-^-"'*^f^»y>*---^ 

d«F d«F d«F 

D. Beneliiinf^eB iwisohen finer Evuetion und ihmm. 

AbleittingeiL. 

1. Wenn ^(x) reeU nnd stetig In der Nabe von x^x^, so 
wächst fM mit wachsendem x'w^nn 2>/Qc)^0, nnd es nimmt ab 
fix) - , -"" X -" •jD/'C«)<0 



U9 



2. Wenn f(x) und ip(x) reell, f(x^)=^(fixn') == 0, beide Functionen 
stetig von X SS Xq bis z sar^' 4~^« Y^^' ^ssn'dtoi D fffjt) z^sdien 
diesen Grenzen stets ^ oder stets <^ 0, so ist 

Ä-,A<0 nnd^,^B>V^der4^-.A>0 nnd 



r < . if 



wenn A nnd B die grossten und kleinsten Werthe sind, welche der 

Quotient ^ >\, zwischen den Grenzen ' x« ' tind x« + ^ annimmt. 
D(p[x) ü o 

Hieraus folgt 



'■ ^i)-^^-*^««":»;^)-'^«-)«^^«:«), sowie 

.' y(x).^y(xo) für y(x) gesetzt 

5. /'(a:o+ *) = rC^o) + ^ * ^fi^'^f^^y ^«nn ^ positiv und < 1 

6. Wenn, lör /Qc) .und ^(x) nach und nach ihre Ableitungen ge- 
setzt werden uhd für diese die Bedingungen in No. 2 stattfinden, 
so ist 

y<Xo-+-Ä) ^y(xo+/"iA) -D^'<ir{xo+i"2'^) "* D^yCx^+iU^Ä) 
wenn (jl^'I ß^', fi^ •••/"♦» positiv und <| 1. ' ' * \ 

E« Die Taylorsolle nnd Maclaurin'sp^e ^teihe. 

1. WönirYOO; i)/(V), i)^Y(x) ;}."enaiidi ^nd• stetig, yon x bis 
X + Ä und fA positiv <C 1, so hat man 

f(x + ft) = f{x) + Dfix) . ^ + D^f(x) • jj . i . , V 

Ist ^ positiv und'. < 1 und p Sfe , so ist das Restglied auch 
gleich i •"'■■"' ^- ■ ■ ".- ,..,••''• •-■ -■ •' ■■" ^' • 

, - I. - .•!.■.■'■ •• -- ■ •...■^< ^» . ; .;•-.. ; ! . /' ., 



2 f. 



.^1' •.'. m'v «Etbr a s hat inaac - • ...;.. , 
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m ' ' ^ -^ (n 4- 1)! 

4. Wenn /(g;, y) nnd die parziellen Ableitungen dieser Function 
Ton X 1)18 X -^ h und Ton y bis v + ^ endlich und stetig sind, 
se- ist: . ;••.,! 

df df 

dx dy 



2! \di» 



d^f. d^f \ 



3! \dx3 ^ dx^dy .^ da;dy* 4y* /^ 

etc. . . . und unter den obigen Bedingaii^eft; 

-Jf * ^ ?lL fc -Li — 1 1 -IL etr 



Y. Werthe soleher Arndtfidke, irololi» die Torrn 

r^ 

-TT' »» • OD, (|D— Qo, 1 ^,. O®, ooo annehmen. 



1. Wenn fCd) « und »(a) == 0, so Ist 

■^-T "* ^oD :; ond »0 weiter 
(f{a) D^if{a) 

2. Wenn f(a) b od und ^(a) c« od iat» so verfahrt man eben 
so "wiß in No. 1. 

t " 1 • . • • 

3. Da /'(x) (p(x) = /'(x): -^ — vW • ^ *^ ^*^^®" **^ ^ö 

Ausdrücke Ton der Form Ogd nach No. -^ und 2 eniditteln. 

4. Wenn f(x) — y(x) die Form oo — oo annimmt, so versuche 
man /(a?}-**i^(') In ein Prodnct eu verwandeln. 

5. Da (/'(«))*(') -= «<P(*)l«*n/(«) igt, so reduclrt sich die Be- 
stimmung von \^, 0^ und qd<^ auf die von Ood. 

6. Weini die vorstehenden Methoden nicht zum Ziele führen, so 
setze man, wenn der Ausdruck für s ■■ a unbestimmt wird, statt x. 
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a -]- h nnd yersuche , ob man durch Heben mit einer Potenz von h 
den Factor beseitigen kann, dorch welchen der Ausdruck die .unbe- 
stimmte Fprpi erhält. 

O. Mftyjmft und Minima der Fonetioiiaii. 

1 . Eine Fun ction mit einer Veränclerlichen . Die Gleichung Df(x) sb 
bestimmt die Werthe von x, für welche ein Maximum oder Bfinimum 
Ton f(x') stattfinden kann. 

Es findet für a: = Xj ein Max. statt; -wenn I>'rt«t)<^ 
« n „ Min. „ „ D^f(x^)>0 

Ist X>2/'(xj)aii<X, danii muss, wenn ein Mait. oder Min. stattfin- 
den soll, i)8/'(x,) = und 2)*^C^i3^0 sein, u. s. w. 

2. Der Functibnswerth : /"(X}, y^) ist ein Max. oder Min., wenn 

df df d^fd^fld^f\* 

-ji-«0, -T^^O, ^'-A— Li - > und zwar 

dx dy ' dx^ dy« \dxdyj ^ _ 

d^ f d^ f 

" ein Max., wenn 3-5 und -r-^ beide <0 und 

„ Min., „ n V Ji » >ö sind. 

3. Sollen die Werthe von x und y gefunden werden, für welche /(x, y) 
ein Maximum oder Minimum wird, wenn zwischen x und y die Glei- 
chung 9(x, v) BS besteht, so bilde man u as ^(x, v) + ^<^(x, y) 

und setze -7— ss und -~ as 0. Diese Gleichungen und ^(x,y) ^ 

cL X ^ y *, * 

geben die Werthe von x und 9 för welebe f(Xf y) ^n Maximum oder 
Minimum wird. (Relatives Maximum oder Minimum.) 

Je nachdem: 

11 
dx' 

findet ein Maximum oder Minimum statt. 



M/dtf>\* ^ d*u da>d(£> d^u ld(f\* ^ ^ , ^ a . 
T b^ — 2;3— r-;r-^-r^H-j-5 j^ <0 oder>0 ist, 
:* \dy/ dxdy dx dy dy*\dx/ ^ 



H. Zerlegung rationaler Brftehe in Panialbrfteli«. 

1. Wenn F(x) «as (x — Oj) (x — Cj) (x — 03) . . . (x — o^) y (x) 
ist, 80 ist 

J^=_iii_ + _jb_ + ^il_ + ... -d^+iW wobei 
^^ == /'(x) : -?^ für X =» a^ also : ^^ « ^r^^^rl. i«t 

2. Wenn F(x) = (x — af(f(x)j so ist 

F(x) -" (i - ay» "^ (x - a)«- » "^ * * x - a "^ y.(x)* 

U 



H% 



■' 'Bildet äian: •-:.'. .r :•• - : - . ■• ; v 

^0 = ^0» '^i = ^1 ^n-1 ~ ^«-1 ^n<i ^W = ^p(x^a), 

3. I:üj FW- «'»— 1 ist : a^^ cos,i?^^ — -^-^r^i sin ^^I — ÜT 

^■« . . . ' 

4. Für.FM= X« -f 1 ist : a- = cos ^^ ^ "" ^^ + i sin C^r— IJtt 
= «2»'-» und 

^r = — — €»'•-''/'(**'■"') «180 

i" + l ~ , „n \i — e*^ j; — «' "*" ■■■ i-r.«*»-' /" 
Die willkürliche Constante ist ü];)erall fortgelassen worden. 

/X'*+ 1 Pdx ' r— 

'» + 1-- • .. : •• :/ J. T/J^- .• . . 

/-^ = lognx 



2 



3. fa^dx^-^—'fe^dx=t'' 
J logna' J 

/ 

/* dl 

< . / . o = — cotg X 
J sin* X 



4. I «04x4x s9 s^nxr j.,,^ 

5. / sinxdxsss — cosx 

: tgX 



_ - 'sm X d X 

8. I = — SÄ serx 

cos' X 



1^ 



'/ 



coAxdx 



sin*« 



— «« — cosecff 



10. /cotgajdx ■»•lofnwn-a? .- . ^ . ; 

'«>• I ' =s arc sin x oder — aro cosx 

^^' / ' 1 4. a« «= arc tg X oder — arc cotg x 

I 

17 /* '^^ 

1 ' • I —-7===: a* arc sec x oder — arc cosec x 

j X Y'*^ — 1 ■ \ 

^^' J y2xlga ■* ■" ^^^^^'^ (^ " *). ^4« WC 008 (1 - i) 
20. r^inxdx = (Sofa: 

23. / (Sotgxdx «= logn @inx 

24. j XQxdx aslogn(io]x 



\ 



11* 
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1 



27. f~d^= - Strc @in x » logn (« 4- V«^ + 1) * 

j yx» + 1 

28. f-J^= = 21rc (Sof x « logn (x + V-»* — 1) 
J Vx« - 1 

29. / , 

j y2x + x« 

30 



^"^ :«2lrc(5ofCl + x)«logn(-x-^l+y2a:-i-x«) 



^•/f^ = ^^^2:flx-llognlii 



B. Allgemeine Oesetie. 

1. r(Adu^Bdv)=^ATdu'^Brdv'^C 

2. Tudv == tiv — fvdu. Theilweise Integratien; 

3. ff(x')dx = Cip{z)dt, wenn y W = Z'CV'C«)) • -77- 

z. B. 1 . I X cos X dz. Man- setze 

u =s X, also du ="3;^, cos xdx's= dt?, mithin 

sin X = V nnd 



Tx cosxdx =« X sinx — / sinxdx = x sinx + cosx 
/»_xdx^ a;2 4. a* = «* und xdx = «d« 

J^x^ + a^ J ^ J 
S,J^^^.^^^.^äx^d.nn^ 

rj^dx_ P dz .^.etg^^arctge^ 
4 /*-^, (£ofx =s secy gesetzt, giebt: dx = (Sofxd<y/ mithin 

/r=-?- =» c/' ; oder auch : arc sin Xq x. 
(£of« 
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o. 



I yi — x^ dx SS j txdxj .wenn "j/l — x* = tx, also 



«=-ai 



1 + t^ 

^^y^ — g^ + i MC COtg ~ j/l -i X* 

2 ■ ' X ^ . \ 



i - 



_xj/l^-x« 



4" i 4r(V:ein x. 

2 • \ 



'• / y«* — räx ^ / txtÜ, "wenn yx"* — J = tx,\ 



!-• .' -.- x2-s=^ 



also 
1 



Durch theilweise Integration 

/,/-= 7 j <** '/»dt te» _,, iH-t 

yx» - 1 dx=^_ Wj_^=_--^logn-^^oder 



»yx» — 1 1. -x-j-Vx« — 1 



r2 



X 



-.y^p-T^ri 



#/* dx _ /• « dx ' ^ ^ 

' j (a + 6) CO»» -|- ->► :(a — i) sin» -1- 



2Atg-^ 



•-4- " uj>4 tg-§^^ Agesetzt. 



-f- . -, 



Ist ,a — ft >^ 0, so erhält man einen Areas und ist a ^ 6 <[ 0, 
ß€t «rhilt man ^ein^n-LrOgari^tmiis. \ Ma& «ehe Ko.. 4 unk 5^ des 
Tolgendeft-Abichnitts. — .. _ , .• \^ 
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C. Formeln darok Verallgemeinenuig ^t Grundformen ttrhalton. 

/j-P 2 / /* dx 1 

— a=— -ya+ftg 3.1 i, ' ^ I -^»-{4. tognifa + tx') 

5.- • f^4 - ^ ro8-' >^'->^ " ^ 
6. / ^' . .: ^ 4= .„ ^xj/^' r .=. 

8 .' fc-'\ ^ , = -;^ logn (X l/T+ }/-a+bx^) 

9. 1 == — = arc cos I 1 

-/» dx - 'i- 1 ■ . ^ / \. 

10. / — =-=ifegnra + 26x + 2l/6x(a -j- 6x)l 

n. iA - f^- ' I-L logn 'f ViTElrLÖ 

t/ X Va -^hx^ V a \ s x I , 

: 12, f-—y i"^f „.-4-^^ .-:4^ are/seexllT - "'^" j ' 



wenn 



a s TT—-— und « =x -H* ^ ist. 

4o 25 

14. f > ^^ — ^" f±JlJll Wie in No. 13 
•' ' J y* -f /yie'^ 6x« -^ ya-^-ft«^ - 

.^ /* ad« I '■- , " "„";'/«■/* «d« 1 ,/ -- 

15. /— _— = J-logn(a4-&«2) 16./ ^ ===»— Va + & 



dx 
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19. Ist u = « -h /9 I + 6 X* -^nd " 

t> SS Aq + A, a; 4- -^aV*' • * ^«1 1 ***" * +%i^'» sö' vbe 
to = ßp + Bi X + Bj i2 . . . B„_ 1 x"- 1 , so ist 



-m - 



Bq, B| , Bj • * • • und C ergeben sich nach der Methode der un- 
bestimmten Coefficlenten a]is: 



1^ JtedtiettoiMloxUiöliL, 



9 r^ — V : "^ ' g ._. 2n-- 3 / * dg 

J i;^""2a(n-l)*u«-»''^2a(n— 1),/ w»»-» 

J t**» *" V(2h— p -_1>"- » "^^ 2n - p - 1 J u" 

^"^ Spezieile^äUe^ vetin n =4 ^ |i etc. gesetzt wird. 

P d% '^ 1 ^..^ « ' ~ '. - ' * ^ 

^ . - I . ' . I ■ »• itr» fcsa -s^- • '- ' 4i - - _ . _ - 

/» d« 8 2 /* dÄ 

V Bedu^UoiUfoxmeln^fftr, u =4b a 4- &x'^ , /\ 

*/ _^ wpn^-gH-l npH-^4-lJ •. 

== K — r-TÄ+ r . i> /x«uiXidx 



166 

J 2 + 1 - <l + l J 

6n(p-|-,l) 6n(p+l)J -,. 

BeductioHisfofmei iür j "iin 3^ cos x^ d x 
sinxPcosx« dx «= — ^ h^TT / "nx^ + ^cosx« - ^dx 

« — T= r-i b^-TT hinxP'Hwx^-^^dx 

•5+-^ . J+y ^ ». 

sinx'"" *C08x^+* . p — 1 /•. « « 
« j — h~— /«inx*-8"«)8x«da; 



sin x^ "^ * cos X* "" * g — 1 . . « .. „ . 



. ^ ■ Isinz^ öonxt' 
P + 4 : — .rv-T^J'- . . \ 

^ />-r^+2 rgia^p+2 cosx^dx 



8 inx^+* C08xg+* P+g+2 /*. 



8inxP+ico8X«+» ,:«-f-o+2 /• r> ^ ^ , ^ , 
? + 1 « |?+"1 J .. . V 

Specielle F;äIU des Vors te«l):endf a. 

/* . « j 8inx^~lf coBX .p ^ 1 /* ,- „ .- , 

J ^P -P J 

2. IcOSxPdx^ ^^ ^- 1 C08Xä^^*rf^ 

J P P J 

3. Ttgx^dx ^ -^tgxP"^^''^ f^t^xj^^^dx 

cotg ^dx «= . ^-=- catg x^ "=■ * — - -/ cotg i^ ~ * d x 

) P— T * _ J 

p dx . cps X ■ , p ^-» ^ /* dx 

pjix • - " BJn x ' ^ , p -*^ 2 "^ f dx 

* J C08x^ ■" (p— Qcosx'-^'^p -*• \JcöixP~* 
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x^. co&xcix. etc. 

1. 1x^008 x.dx xatjcP sinx -^ pJ ^^^^ 9>iii9d 9 \ 

2. Ix^sinxdx « — x** cos x -j- p i as* "•> cos x di 

3: ~f u arc sin x'2t «s *~atc sin'x — '/ — '" • " • ' wenn J üdx Bsi v 

J Jyi-x^ J 



4. i uarc cosx^dx ^ rare cos x 4- I — -r- 

/_»--• ' ' *^ /* t7dx• 

u arc tg X d X = V arc tg X — / - — ; — - 

6. I uaiccotgxcix a^ t7ai«40tgx -}- fY'T~^ ' 



7. /ulognxdx ast7l0gn2 — / ^ 

■ • 

I _ 

Reductionsformeln für / ^inxP dx etc. 

/* dx (JoÄj; J3 — 2 /» dx 

5. 



t;. 



/ dx (JQg^ j?-~2 /» dx 

emx~."* "^ (p— J) f iiiV-- 1 "Tpr^ @mx^- « 

y» dx ^ ^tn« f) — 2/»' dx 
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^ 



Bestimmte Integrale« 

A. Seflnitioft nnd allgemeine Oeftetke^ ' 

a 

1 . ff(x)dx « Hm [(xj V teo) A:«o) + f*2 - ^i) fC^i) .- • • 
^ 4- Ca - a^n- i) rK- i)] für n « CO. 

Zur. Erlätiterunt ^ ♦ ♦..'';. 

Setzt man: x, =s ij^^/ij s= x^p* . . ., x„ = a = x^p*, so ist: 

\ - -- »A » — \ 

(>** = — , also Q ^. l/j-^, so wie lim 1/ — = 1/0^*1 = OO. 

«) J xP dx^ lim [(xj^^o) jpg -f (xa— Xj) x? ••;(a— a;«-^arg- ,] 
a:o = lim(e— l)afg ^- ^[r-h(i'+ *-fp*^^+ 0.:.^" - iA(>+ » ^] 

= lim(p^l)^^P+V2^^-^-^,,. .. ^ . 

«lim(a^+*^a>J+i):-?l -i , 

■" p-i- 1 . ' . 

^) /^ «lim /^i'-^o^^i-'^i.r.a-^n-ij •■• 
J ^ \ 3f Q X 1 a^n — 1 / 



(^ — l)\n a= logn 



= lim fp — iHn =a= 



^0 



a— Xq 



2. Setzt' iiuk6:y^ — Xg ^ «2 — ^i '*-•■ <5H-^ — 1 ^sAi»* 
so ist für n Ä 00 

•^0 ,^'\ '» : ..TA 

Zur Erl&nterung die^err die Foimeln 12,' 1'3'and 14 «Ttf ^Ite 86. 

3. WeDnx==;(2),Älfiodx«^^^rfi; /'W.<i^f-/'WjOJJ f^-^« 
ferner x^ as A(«q), a =^A(«), dann Ist ' 

' -a- a- '. 






:ro^V , ,, . 



Aus 3) nttd-nois der. Definition «geben sich noch 
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4. Ihf(x)dx = 6 mx) dx, f[f(x)dx ± (f(!s}dx] ^ ^ ' 

lf{x) dx -^ i(f{xydx 



Xq 



J TTr: 1 Jü^^jvf -^t ,T.jj3« jj;di/0{? 



^0 f^ 






xq ' a?o+Ä 

a ha 

\' < 

dx 






, '•p ' " 



8. Cf{x')^x ^Tf(ir}ä^ ''\-Tf{x) d. 



\: " \. 



Xq Xq Ö 

9. Wenn f{x) zwischen Xq und a 6i,ein Zeichen nicht ändert, und 
fji, positiv und < I ist,- dann hat man ,.■ -- ~ '\ 






I f(x')<f(x)dx == V [xo + /u (a — Xf^)]! f{x)dx 

Xq (» -: . - =« . ■ aJo ■ *" *. 



10. Wenn lf{x)dx = y.(6), dann ist ^fM^ = /'(ft) und Mrenn das 

J . db .. y^ 

Integral' als Function der untern Grenze: betrachtet wj;rd, 

-^ \ da ^ \ '. > 

11. Wenn in //'(x, t)dx sss (^ beide Grenzeb von t abhängen) dann ist 



6 



a 







12. Wenn ^(x) zwischen 4en^ Grenzen _fl und h stetig-und ' 
I f (x) d x sa (f, (x) +* C ist , dann ist 
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Findet bei x «» e eine Unterbrechung der Stetigkeit statt und 

ißt b > ft_> a , «0 ist ' \ -r ^ \ > 

b ' ' 

• t 

j f(z^ dx «= y(j) - y(^) -f lim [(fic^pg) - <^(c + «0] 

wenn ^ gegen Null convergirt, p und 9 sind unbestimmte positive 
Zahlen. 

B. Specielle bestimmte integrale. ' \ 

n n 

2 Y 



/■ 



;^ 



2 "2" ' 



wenn n eine gerade Zahl ^0 
n n 

2 "2" 

2. Tsina;» dx = /cosx« dx «^ 24 --6 . . . (n -^ 1) ., 

\ " ' V • 

wenn n eine ungerade Zahl > 1 * 

3. / «"^^sinftxdxes j — ^- ::• • a "> i- 

,/ a* + 0* "^ 

/oo \ - u -r \ =-= . .. V ' • ^ 

e"""* cosbx dx ae ?! a *> 

a> + 6» -^ 

/ sinax dx 71 

5- / f= i -TT > j^ nachdem a >- eder a <[ 

, , . 

00 00 • >. > 

/sin&xdx ^ /»eos'^'xTix n .x , ^ ^ 

d« -|_ j2 '^ a« -|. X* 2 a "^ 

•■•.p.- •■ .,.■.•, -- ■.,,. •■\,. ...■ , 



I i 



OD GO 



pxsinbxdx n _^j /» sinftxdx ^ Vi — ofr\ 

/ a*4-^* "T" /x(aS + x2)-2^^^,""* -> 

1 •. — /j . 0— , . \ = - -: 

00 ' _ '. a und 6>0 

8. A^^^cosfixa-xs^il/ilL'^j^T^ ' 

OD ,^__ 

y'xe- «*' sin 6«d« = -1 |/X ,"4^ a > 
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1 ^_^ OD 

1. /llogn— I dx^f^c^^^ e-^^^dx ^ r(a) a>0 





OD 



2. Te-*' X«- * d'x « ^ . -.Jfc:> 





3. A 



A-* x" das == a/«-* x«- * dx oder r(a + 1) = ar(d) 

/^(q-if-!) =^ a! wenn a eine ganze Zahl. 



n 

OD . - .- 2 , 

»x**-»dx 



,0 b 

= T^r i.\^ a und 6 > 

5. r(7t) r(l — ö) = >- ..?"• ■ - a ^ein eehtcr JBrucli • 

^ ^ ^ sin OTT 



6. rc|'+d)r{i^a)=--J?-_L ^ a<} 



cos OTT 
00 



7. fe-^"" ä'x^yh 



-rrroo 



,==:(27r) q .^&ö) ? 3 eine ganze Zahl > 

Q <»(:i'-4^-q)(2 4--a)-..(a^ + a) «*" ' V2^ ^ ' ' - 

». > ■ ■' t ■ ■ ■< — ; =x ' ' _^ - j- i " und 'I 

• ■ ar! x-"«^i €« =±r |/2^, wenn x«s i» 

10. lognm! = logn YItt + Im + -jj-l lognm — m + — -— 

\ -Ä / 12 m 

angenähert, wenn fj, ein echter Bruch. 
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ff(?) «*» =^ 



' ■••• \ 



\ 2/ } G^naa wenn /"(i) = a -+- a, x 

= >^ [/(«) + /'(«•+«)]]■ •■ • ■-■' -^\ - 

^ 3 — T/T ^ 0,211325 «, - ^+/^ - 0,788675 

8F = i |/'(a) + fia + i) + sj^f (a + -|-) + / (a + ^)1 j 
F genau, "weiin ^ (x) s= a + a, x + ^2 ^^ H" ^3.** 

3." 9op= X |7i/ca)+/'(:<'+»)]-f 32 ^(*i^-T)+4'''^¥)] 

F genau, wenn f (i) »= a + a, i + Oj «* + a, i* + a^ i* 

4. 18F» x Fsj/Ca + ^s) + fia + ^,xj\ + Sf |9,4- yJ] 

f, - ^ - j^^^ = 0,112702 p, = -m^ == 0,887298 
12 f = « (£(a) + /-(a + i) + 5 [f{a + ^ui) + f{a + ,u,a!)3 

^ =. ^J^ = 0,2-6393 ft, = ^ +^.! =p «,J23«07 
432F =. X J27[r(a) + f(fl + x)] + 125 \f [a ^ ^+f \a + y| 

+>(<. + 1)1+ '3r(a + y)} 

F genau für f(x) s== a + Cj i + Oj «' 4* <ii 3;^ + 04 x^ + Oj x* 

5. Aus der zweiten Formelin (2), durch wiederholte Anwendung, 
wenn x ss= 2nA und die Functionen /(a), ^(a + A)i /'(a+2Ä).. . etc. 
der Reihe nach durch fu f^, fz . > - bezeichnet werden 

3P«Ä(A 4-4A + 2A+4r4 ...•+r2n+i) 
welche Formel die Simpson^ sehe Regel heisst. 

6. Wenn x s=i nh und f„ = /"(a -f- ph), sowie Bj, Bg, B5 . . . 
die Bernoullischen Zahlen (Seite 8^) sinc^/ so ist < 



B^Ä* _.. ,B.fc» 



CO' A« +«)-■»' /■(«)) -T^ C^ Y(a + ,)-» Y(,)) -ii- + •;•• 
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7. Ist a-f-2n/»=3ft, so hat man: *. '. ; 



2«Ä ' i y 

(Z)Yii)-DY(<'))i^-+v,-{^*"-'«61-^?"Y''"^'^'-'"fel**«-«*"' 

E. Convergenz der Beuten und Sommirimg derselben. 

1. Wenn die Tunis^ön'tlp^^ydtDtiaefr p ositi v ist und dem Zahlen- 
werthe nach abnimmt ^ wenn x'sich stetig von a bis 00 ändert, so 
ißt ^ie .Beihe : . . 

»• ■<- ■ ■ •■■'._■ ♦ • . -"■ , :. 

y(a) + y(a+ 1) + y(a + j) + • • ' ?^ ^f^i*) (Jpnvergent, 



00 



^(x) ^"^ einen endlichen oder tin- 



endlichen Werth hat. - "• • ' 

2. BezeiclinejA Bi, B^ B^ die Bernoullischen Zahlen (Seite 85), 
so ist: - - 

X 

Die Constante ist so. zn bestimmen , dass die für x s= a durch 
Addition gefundene Summe gleich der rechten Seijbe'wird. 

Setzt man in I) No.- 7 a «= ^ ss ^, so ergiebt sich noch eine 
zweite Summenformel. 






F. Z>ie x^elir^hen beatisunten Integrale. 
1- / / fi^^ y)dxdy ^ lim ^ ^ f(x, y) Ax ^y. 

b ß ^ ß b \ \ ' , 

2. ■fil f(Xjy) dy')dx =^ /(.l f(.x^ y) dx) dy ^ wenn innerhalb der 

a a a a ■' ■ 

Grenzen f(x,y) endlich und stetig bleibt. Wird,, innerhalb der 
Gr^azen /X«, j/) unendlich, so bedarf es ein^r ^ßondern Unter- 
suchung, um zu entscheiden, ob die Umkehruhg *4er Integrationen 
gestattet ist. 
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^ 



-wenn s Äs.<^(u,-«), y =a V^(u, t>) ond F(u, t?) «»* /'(^ V') i»^- 

O. Die Fouxier'ioheii Beihdn nnd Integrale. 

1. Wenn: ^(x>«= ^i Biüx -^ Ä^9in2x . . , A^sinnx , , . n^x^O 



n 



2 /* 
«0 ist: ^ A^sss — i sinn> /"(x) dx, also 



2 







.1 ^ . ■ 

2. Wenn ^(x) =r J Bq+B^ cos x + -Bj cos 2 x • •• ß„ cos nx •• tt^-i^ 

n 

seist: 'B„ :» -^kJ.coBnx /^aj) d») also 

n 

f(x) = — ^y (cos nx / cos n:^ f(x) dxj, wenn man von dem 


Oiiede, welches sich für n s= ergiebt, nur die Hälfte nimmt. 

3. r,t ^«) ^ m^zlt:^ „nd VW = m±It=^, ,0 ist: 

/(x) s= <^(a;) + ^P(x), aus 1 und 2 hat man alsdann 
/(x) = J B^ 4-/^1 cosx + B2<^^^2x.. .JB^cosnx-l-.« • 

Aj sinx-4-B2 8!n2x- • »-B^sinrix-j-* •• n^x^ 
wobei : 

-- . ^ . . ■ . ^ , ^ w . 1 ' 

JB^ « — /cos n X (7(x) -\- ^( — x)) (far =. — / cos n x /"(x)^ dx . 
— w 

i4n =s — l%\^nx(f{x) — f{ — x))dx SB» — / sinnx f{x) dx. 



OD OD 

4. f(x) =s i. /( /^/•(A) cos« (A — x) dX) da 00 

—00 , 

5. Wenn f^—x) = f(x) 



> X > — 00 



00. 00 
^(or) sss — /(//(A) cos«Ad;i) cosaxd« 00>x^0 
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6, Wenn f(—x) =» — f(x) 



CO 00 

f(x) « —fiffW Bii^aXdl') Bmaxda 00 > i > 



Vf 



Wenn für iigpnd ein x in f(x') eine Unteibrediung der Stetig- 
keit stattfindet, so hat man in No. 4, 5 und 6 für das Dopj^el- 
Integral zu 8e|;zen 

lim / /"(a? — + /'(^ + n ^ ^^^g. ^ ^jj^ ^ ggg^jj j^^j 
convergiren. 

. DUferenzialgleicIiimgen« 

A, Von der Form Pdx -^ Qdy s 

1. Wenn P mt f{x) und (? « y (y), so ist 

/ fix) dx 4- /y (y) dy = C 

2. Trennung der Veränderlichen 

p - rw vW und - n»)v(») «'«"Z^+ZTa? °= "" 

3. Ist — « — , so ist Pdx-^-Qdy ein vollständiges Diffe- 
renzial und 

fpdx -^riQ^r^ dx\ dy=^C oder 

4. Der integrirende Factor. 

Soll fj, P dx -\^ fi Q d'y ssa ii ein vollständiges Differenzial sein, so 

IdP dQ\ . _dit ^du V . 

muss u 1-^ -T^l + P--5-— (?-r^ = ö sein 

•^ \dy dx] dy dx 

5. Wird aus No. 4 mit Hülfe von (A) einmal. P, das anderenyil Q 

dP dO 

eliminirt und-; -r- ■=* MPss NQ gesetzt, so ist 

dy dx 



-^ s= — Mdy oder-^ = Ndx 
^«e-Z^^y oder 11. »e-^^^-^ 



12 
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6- [yfi^') — V (i)] dx 4- dy =» 0, giebt nach (5) N = f(x), also 



u s= e . und ' i \ - 

'-//(x)d. 

2/ =€ 



^Wc+r/^^"^v:-^,y.cx)dx^ 



Das Integral von dx -|- [xf(;y) — (f(,y)} dy ^giebt sricb in der- 
selben Weise. » ■ t . • ,. 

7. Wenn [f(x) ^POÖ — <p (x)] dx -|- di/;(y) = , so setze man 
2 für 1// (y). 

* 1 

8. [yf(x) — y*»+ 1 y (x)] dx + dy = führt auf No. 7, wenn — 

für y'* gesetzt wird, und man erhält 

y " s= n^ iC — le ^ , .y(x)dx| 

9. Sind P und Q homogene Functionen desselben Grades, so setze 

p 
man y = x«, also dys=«dx-j-a^<i« und -7ri= /"(«), so erglebt sich 

[« + /"(«)] dx -f- xd« ^ und lognx =. — / — 

1 

Für homogene Differenzialgleichungen -ist fj. > 



Px^Qy 

10. Wäre Ps=ax + 6y + c und Q =: Oj x + ftj y -|- Cj, so 
setze man x s= x' -f- <*» y = y' + /^ uJi* bestimme a und ß ans den 
Gleichungen aa -^-bß '\~ c s=s und Oj « -f- ^i Z' "h ^i =0, wodurch 
man eine homogene Gleichung erhält. 

Sollte aftj — öj 5 = sein, dann sßtUß man d« + 6y = « 

11. Die Riccatl'sche Gleichung (AIc'» + ßy^) dx -f Cdy == 

... ^ , . a xn 4m _ 4*n 

ist integrabel, wenn n m der Form. — ^ -—7 oder n s= — 

■ -2m -if- 1 Jim — 1 

enthalten ist. 

. B. BifferemialgldidLungen von der Eona 

1. SUid yi, yj * * • !/w particulare Integrale und 

C, , Cj • • • C„ constante Zahlen , so ist 

2. Wenn P^^, Pj • • • P„ constant und = und «1, «g, «3 • • • «„ 
die Wurzeln der Gleichung 

a) die Wurzeln ungleich 



1T9 

6) r gleiche WnrzeJkn and zwar jede gleich a und n — r an- 
gleiche «1, «a • • • «n—r 

**♦» — r ^ 

3. Pq, Pt . • . P„ andO conBtant. Man differenzlre die Gleichang 

dy 
nach X und setze ^ as s, so Usst sich £ nach No. '2 bestimmen, 

ax 
■ • •• ^ 

wodurch auch y ss 1 %dx bestimmt ist. Settt man y ms » -\~ Qj 

so erglebt sich ebenfalls eine Gleichang von der Form No. 2. 

4. Po , Pj , Pj . . • P^ iconstant und Q etae Function von x, 
«i, «2 * * * «n haben dieselbe Bedeutung wie in No. 2. und ausser- 
dem ist 

«-«i«' Oj = A^«!* Qdx, e-«2* (?, «A-«,* ^1 dx, 

«"«3* ^3 =«/-«*«3* O2 «'af etc. 

a) bei ungleichen Wurzeln 

2, = (>„ + Ci €«i*'4- Cj c"2* + . . . C„ e«n* 
J) wenn V Wurzeln gleich a 

y = 0„ -h 0^ e«i* + Cj e«2* + . . . C„«, €«'^-'-* 

+ (Bi + J5j ar -|r ^3 X? . . r B^ x»*- *) c«* 

F. Wenn P^, Pj, • • . • P^ der Reibe nach 
A^af^j -^1 a:**" S • • • • -^n— 1 2C> -^n ^^^^i wobei -4o,ili • • • ^^ constant, 
so setze man x ==: e*', wodurch die Gleichung auf die Form in No. 4 
ztirück^fföhlt wird. Es ist alsdaim 

dx' du . 

d^y ^Id^y" dy\ 

dx2 \du^ du) 
d^y. 

d. 

:* \du* . du^ ^ du^ du} 

^^l^^tO^^S^^-^60^^2^^Yx-^ 
dx^ \dti* du^ du^ du^ du f 

d^y d*"^^y ' '- dTy 

Die Coefflcienten von -7-7-, , r— V * ' * ^^^'^^ Entwickelung von -r-^ 

glnd der Reihe nach die Coefflcienten der nach fallenden Potenzen 
von % geordneten Factorielle 

^.«n-i «(jt— 1)(« — 2). . .(«—r+.l) . 
. Zfir Bestimmung von a^^ a^ - » ^ u^\^t man die Gleichung 

12* 



x-2 



X» - \dx3 du» ^ dtt/ 

-..^.-^ " _./";-.6^\ .x-4 

dxl 



ISO 

6. Sind Po , Pj • • • P» d« Reihe Dach 

so setze man 

a 

ö 
wodurch man auf No. 5 zaiüc)ikommt. 

7. Variation der Constanten. Wenn in der allgemeinen Gleichung 
(B) Q eine Function von v ist uid y^y Vi, ' ' ' Vn ^^ particiliaren 
Integrale dieser Gleichung für Q a sind, danrt ist für die allgemeine 
Gleichung 

1/ «. Wj yi 4- tt, yj H . . tt^y^ 

u\, U2 • ^ ' lin ^°^ ^^^ ^^^ Gleichungen 

du. , du» . du^ . 

dx dx dx dx dx dx 



dl*»-! * da: "^ d«*-i 'da; "^ <**"** dx "* ^ 

zu bestimmen. 

S. Integration der Differenrialgleichnngen durch Reihen. Man 

d"y d^+^w d»+*« 
bestimme aus der Gleichung ^ , ^^.^ , Tn^^ .».so hat man 

nach dem Mac-Laurin^schen Satze 

^ = ^<>+ld^)o-"+Mo2T-'-ld?^Jo*'F=lF 

^\d«»/on!^ 
in welcher Reihe y^, j^J • • .-bis | „_^ | willkürlich bleiben. 

Die Methode der unbestimmten Coefflclenten kann ebenfalls zur 
Reihenentwicklung von y benutzt werden. 

9. Man nennt solche Ausdrücke, welche einer Differenzialgleichung , 
genügen, ohne in dem -vollständigen Integrale derselben enthalten zu 
sein, besondere Auflösungen der Differerzialgleichung. 
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ABweadimg 4er DifTereBiiAl* ubA lotegralreclmaiiir/ a«f 

. fteomelrie« 

A. Ebene Curven. 




2ir 



1. Wenn y sa f(x) die Gleichung einet Curve, so ist 

tf der Winkel, welchen die Berührangsiinie im Punkte P(x, y) mit 
der positiven xAxe bildet. 

y* 

sin y s=s ^ — 7===j, stets positiv 



008 (fi 



^ 1 , 1 



vn^y 



M 



2. Bezeichnet 8 den Bogen von der xAxe bis P, so ist 

dy y' dx 1 



^ da 8' 



dx 



da 



3. I und ij seien die Coordinaten eines beliebigen Punktes der 

Tangente oder Normale, so hat man 

dy 
7j •— y s= -^(f — x) als Gleichung der* Tangente im Punkte P 

ly — y = — -r-CI — x) „ „ Normale ,; 

ay 

4. Wenn / C*, y) ==* ^ = die Gleichung der Curve , so ist 

df df 

(I — ^)t^ + C'? — y)li ~ ^ <li^ Gleichung der Tangente und 



(,-.)££.^(,_,)|£ 



die Gleichung der Normale. 
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5. Mftfht man f{x, 9} darcli Bif^lirting elnor>fVdiiifedetfBtflufB t 
homogen , so ist die Gleichung' Icfet* Tangente 






•<< - T =J) 



6. Es ist Tangente PT ss y cosec ^, Normale PiV ss y sec (y) 

Subtangente Q T *» y cotg tp, Subnormale iV &= y tg 9) 

7. Ist eine Gurve gegeben dnrch die Gleichungen y s=z f(i) und 
X = 1/; (t) , so ist 

dy df d%fj 

^^^'"dx ** dl' TT 

8. Wenn r = f(}fi) die Polargleichung einer Curve und y der 
Winkel zwischen Tangente und Radiusvector ist, dann hat man 




~ - •' M 



rdxlf -r : \ dr r' - , rdiD r 
sin cc SS —; — s=s — -, cos cf «F= ' — =» — r," tir er = — = — 

fri -i- r'*^ dr^ 
ds2 SB r2 dip2^ 4- dr» « (f2 ^•f'*).a V* «* ' ,2 

9. Wenn iVT senkrecht ist! zum RMtiudveotordes .Punktefi P. 

'- rd« f«' 

Tangente P T = i* sec qp- ■= ■ 1 «ac — ^ - ■ 

Nonnale -PiV «bs r cosec f/> ■= --s — .=»-s\ ■ 



Subtahg^ehte'O T sst'rtgif = 
ßubnormate O^Ni*u cicol^^ 



_j t*dyj -^^ r^ 



dr 
dr 

dl/; 



/r,- 



= f' 



10. Krümmungsradii^. 

a) Allgemeine Formeln für denselben : . ^^ 

■ . d$ ' ; . ri«3,:'. . V ;j . ^»* 



-• ' '.'■ . 



d(f dxd^y^^d^xdy . y(d^ xy -^-fd^yy — Qi^a)' 
6) Wenn dx constant 

• e'= ± (1 + »")* : •/» ^ »" -.y"- - (y" - -^^ 
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c) Wenn da eonsUst 

d) Bei Polsreoördinaten 
wenn « *=? — ^ üttd f" «* -r-WV w' -** — ■—• ■ 



r dl/;*' dV;2 , . 

e) Wenn die Gleichung f(x, y) homogen /gen^ach^ ist und 



dy "" *' dj/2 "^ ^' dxde "" 3 



) 
1 



dv'^''' dt^ "' V. dxdy".''^ . t. . 

^ *= C^i' + V^^' f^i' ^2 - 2;s:, y, Ts + x, r,«>(e = i) -. 

11'. Sind'furid i; die Koordinaten des Mittelpunkts der KrÄinüiüiig, , 

so ist ■.'.'.' . • « -■ • • . ,'. ■. V 

. . . I =Ä ap ip ^ sin y , i; ?= y ± (►,cos y ; 
das obere oder untere Zeicheii gilt je nachdem }f'. ]> oder <;^ ist.. , 

12.. Die Glei(^iing ^e^ £Tolute ergiebt sich, i^f^eno. a^s ilen Glelr 
chungen , ; . •/ 

K^,}fy^K{^-x^dx-i-{n--y)^y^(iu^i($'^x)d^x^ , 

X und ]/• eliminirt ^i^iden. . • ; .• . . 

13. Bestimmung 4ef-. Asymptoten./ .. • :• i 
d) Wenn y ==. /'_(x).und ij == p| -J- g di^ Gleichung der Asymp- 
tote, oanri Ist |) ;= lim /* (x) und "9== lim [f (a;) — xf (a:)] 
für X === 90 ' ' ' '.' ■ 

,6) Weujj, jf (a:, w^ = 0. die Gleichung der Curve -ist. Man setze px" 
für y m f\xy y) und setze x^= q6, nachdem die Gleichung * 
durch' diö falbste Potenz Tohx dividtrt ist. Die-'Örehz- 
gletcliuh^ ^e'W die Werthö vonp. Ferner" setz« man px -f- ^ 
für y in f'(xt^y) iind laöse i 'wiederuni nttendlicÜi' werden, ' 
wodurch ma» elfte Gleichung tur Bestimmung^ voik q erhält. 

c) Bei Polarcoordinateu dividipt man die. Gleichung f(r, 1/;) === * 
durch die höchste Potenz von r und liisst alsdann r unendlich 
werden, so ist das aus der Grenzgleichhingsiehv ergebende) 1^ 
der Winkel zwischen Asymptote iind.FoiLarffXiä. - D&i Abstand 
der Asymptote vom Pol ist gleich -4er \Subtangente. 

14. Lauf der Curve im Allgemeinen. •.•:.:. " 
Wenn y' > so wächst y mit wachsendem x 

n y' <C SO nimmt y*_ ab mit wachsendem x 

. » y/.,sa=f .0 ÄOißl» die. Taftgp^ 4, der XAi^e .,: 

„ yf=s <je SO ist die Tangente ,+ der 5^Axe/ 

In irgend ,einem Punkte kehrt ^ Cuive der .JCAxe ibr^ erhabene 



184 

oder hohle Sete za , je nachdem für diesen Punkt die et&te nicht 
verschvrindende Ableitung- Ton y j y" oder von gerader Ordnung ist 
und mit y gleiches oder ungleiches Vorzeichen hat.' 

15. Die Gurve hat Wendepunkte in den Punkten, deren Coordi- 
naten y^ zu einem Maximum oder Minimum machen. 

16. Bei Polarcoordinaten ergeben sich die Wendepnnkter ans 

u 4- u" = und f(r, i//) = 

17. Bei homogen gemachten Gleichungen ergeben «ich djLe Wende- 
punkte durch 



■^2 -* 3 * 3 
^3 ^a ^» 
^3 -^3 ■* 2 



= und f(xj y, «) ==^0 t = 1 



No. 16 und 17 geben auch Punkte, welche nicht eigentliche Wende- 
punkte sind. 

18. Wird y' unbestimmt, so ergeben sich die Goordinaten der 

df 
Punkte P, für welche dieses eintritt, aus den Gleichungen -y- s=s 0, 

dx 

df ^ 

-r-r s=s mit Berücksichtigung von fyx^ y) = 0. Zur Erpiittlung von. 

ay ' - ' • ' 

y' differenzire man f(xy y) == wiederholt. Jedem reellen Werthe 
von j/' entspricht ein Zweig der Gurve. Sind die Werthe von y' 
reell und ungleich, dann ist der Punkt Fein vielfacher Punkt ; sind 
ab^r die Wurzeln imaginair, dann ist der Punkt 'P ein l«olirter. 
Wenn unter den Werthen von y' gleiche vorhanden sind, so kann 
der Punkt P eift vielfacher, ein Rückkehr- oder ein isollrter Punkt 
sein. Die nähere Bestimmung dieser Punkte erfordert eine specielle 

Untersuchung der Gurve in der N3he dös Punktes P. 

. ■ . . . I 

19. Berührutigen von Curven. ' Wenn zwei Curyen y =s f(x) und 
y =: ff (x) einen gemeinschaftlichen Punkt haben , iind es sind für 
diesen Punkt die Ableitungen von f(x') und (['(po) bis zur n^c" inclusive 
ei.nan(ier gleich, so haben diese Curven eine Berührung n^^ Ordnung. 

20. UmhüUungslinien. fQc, y^ p) s= giebt. bei einem bestimm- 
ten p eine bestiminte Gurve, bei veranderlichexn p ein. System von 
Gurven. Diese Gurven werden berührt von der Gurve, deren Glei- 
chung das ]^esultat der Elimination von p aus f(x, y, p) «= und 

d f Cx 1/ T) I 

! — ^ — - ÄS ist. p muss sich als abhängig von x oder y ergeben. 

dp ■ ■ . 

21i Dtfferenzial der Fläche F.. 

a) bei rechtwinkligen Goordinaten ■ 

dF ^ydx^ f{x)dx 
h) bei Polarcoordinaten 

dF^-dV^ . 

22. Die Rectiflcation und Quadratur der Gurven erfolgt durch Inte- 
gration der Ausdrücke rf« und-rfF in No. 2, 8 und 21. 

Für die näherungsweise Berechnung siehe bestimibte Integrale. 
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B. CiixTen doppelter Sr&nmniiig. 

1. Gleichungen der Cnrven im Räume 

m s= VA* -f ß« 4- C* 
Die Ableitongen sind nach t genommen. 

c. Z'C«, y, = 0, F(x, y, «) = 

A* /s) /'s ^^^ ^1* ^2* ^s bezeichnen der Reihe nach die Ableitungen 
der vorstehenden Functionen nach x, y, z 

(?^VPjt4.p^2^.P32 

d. d«* SS dx* 4- dy» -j- d» *, 80 ist 

2. Gleichung der Tangente im Punkte P(x, y, s) 



dx dy ds 

{ — X 1; — y f — « 



oder 



Pi p* f. 

O) /9, y die Winkel der Tangente mit den Axen. 

— l5 — £». A — 1? — ^ — ^ — ^ 



ii 



3. Die Gleichung der Normalebene im Punkte P. 
[I — x) d X + (iy — y)dy -^(^C — «) d « «s» oder 
[S ^ X) P, + (f^ -^ y) Pi -f. (C - «) Ps^ 

4. Gleichung der Osculations- oder Schmiegnngsebene. 

(I — X) A + (1, - y) B 4- (C - t) C = 
Die Normale zu derselben 

? — • j? ?? •■- y C — « 

A **' B *■ C 

A^ fA und V die Winkel dieser Normale mit den Axen 

- A B C 

COSAss — , COSi« s= — , COSV s= — 
fti Vfl fti 

5. Die Haoptnotmale ist der Durchschnitt der Normalebene mit 
der Schmiegungsebene. 

^ — X fl — y C— ^ * 
Gleichung der Hauptnormale : r- «» -^ p «s - 

d~ d-?^ d-— 

«' «' 8' 

Die Ebene senkrecht zu dieser Normale. 

(f ->=)<* y + (»j -»)<* -^ + (f - <* ^ - 
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6. Der Gontingen^winkeld^i Ut der Wkik«l zwischen zwei be- 
nachbarten Tangenten 

mdi 



dSx =» 



«'3 



7. Der Torsionswlnkel dQ^ ist der Winkel zwischen zwei benach- 
barten Schmiegungse benen 

dÖ2 = V(d cosi)* + {d cbs^)« + (d cos»)'« 

8. Der erste Krümmungsradius Pf ' 

da #'* * - '^ 



dl9t >/x"2 + y"* + «"* — «"» 
Wenn t es «, also d« constant 
\ 

9. Sind I, 17, C die Koordinaten des Endpunkts von ^^ in der 
Hanptnormale des des Krümmiin^iiiittdpsnktes, 00 ist 

~ ' ~ 5-^— nnd wenn t ass « 



(t)' m (^)':.." 



I — X fj — y f -^ « 



— /* a 



x" ~~ y" %"'• ' >^} ^ • ; 

10. ]>er zweite Krummangsradius ^2 

" ' — _li — A» + ^« + C» 

^* "* ^ "" A.X'" 4- 5y'y 4. C*'" , ; , 

11. Wenn Ax'ff + By'" 4- <?«"' =w Oj so ist die Cnrve eine ebene 
Gurve. Die vorstehende Bedingung lässt- sich ersetzen- dnrch 

d X ' d y d ,st ,■ 

d^x d^y d'^z *» ;. 

d^x d^y d^z . •:'.-. 

12. Das DlfTerenzial des Bogen s in Polarcoordinaten 
d«* = dr2 -f- r^dv« -fr* sin?yd^^* Siehe Seite 146. 

C. Kminme Flächen. 

1. Gleichungen und Bezeichnungen/ ,,/ 

a. f{xy j/, »^ =5 0; /*j, A, ^3, die Ai>leitangei| aach; *, f|, zr 

b. z ^f{x, y) ■ , 
dz dz dp d* a ■ » . 

dx'^^' 5^ ^ ^' di ~ dx2 "^ ** 
dp dq d^z . da d?z 



^^ is^ 



dy dx dxdy ■. dy dy^ 

n» =a p« + 92-4. 1 
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2i OleickQBseil für die Berühnmgsebene an P, (xy y^ z) . 

^-^ « *=-P tf -^ ») Hr rU-r-tO 
Macht man. fCiCf y,- s) » dacoh t homogen' und ist*. 

-L SS f^^ 80 ist die- Gtolchung der ^röhrungsebene 

lA + n/t ^ ^A 4- T A « e, (* « ' « 1) 

3. Gleichungen für die Normale im Punkte P 

4. Winkel der Normale mit den Axen jl, ^, r 

-i\r n ' "^ JV n iv.. n 

5. n>-;r--=(l + g«)t-TP^'«, n^—r— =(1 + 3*)» -1»?^ 

ax ay 

6. „a^I{l +p«),_p,., „3^«^i ;,.).-p^r 

^ Id COS.X d cos 14 dcosA ' d cos ii\ 
\ d» dy i ' -dy dx I . . ^ 

9. Tangente eines Normal8((bn;itts durch P, tt, ß, y, die Winkel der- 
selben mit den Axeh • • ^ ' 

cosa co^^. posty . ) 

y cos « -|- J 0^ /5 = cos y 

10. Q der -KriäQini)n^halbmesie(r ^iaesr ^MoiOials^bnitj^ lofeh P^ 
(>, der Krümmungshalbmesser einejr durch P gehenden Gurve, welche 
mit dem Normalschnitt dieselbe ZFa^ngente' hat. Bas-IKiferenzial dis 
Boge|is-dec lOnrve eonfl4«Bt^*so'ist ' r < 

«OS ((., e.) - ^ Cp*'' + Vv"VVO : ' •. 

.. , .» 

"^ T. TT ('•.9?f? «:-^ ?^ W.« <^09^ + t poßä^,^) . 

11. (, = -. 



n 

n 



r C08*^c •4«' 2 a (J^sq cos/9 + t cos^/J 
12. (»1 = e cos fe (»'i>- ' • 
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13. Das Maxlmiim und Minimum von q. die Hanptkrümmungs- 
halbmesser, sind- bestimmt duieh die Ol^ekangen 

fgi — n ri -f- f*)] *^*^ ** (P?** *" t* ^®^*' 
Qt — « (1 -^ p*)J COSi« aaa ft)??» — ^«) C0Sj8 

Q* Q 
Die letzte * Glelchnng eibält man -duicji Multiplieation der beiden 

«raten. 

14. Füi die HanptschnÜte ist, wenn die ^F Ebene 4" der Beruh- 
rangsebene in P. 






Die Hanptschnitte stehen senkrecht auf einander. 

15. Sind Q^ and ^2 ^^^ Krümmungshalbmesser der Hauptschnitte 
ond Q der eines Normalschnittes, welcher 'mit dem tu Q^ gehörigen 
«Schnitt den Winkel (p bildet, so ist 

1 cos*<|j sin*y 

16. Gehören q' und g" zwei auf einander senkrechten Normal- 
^hnitten an, so ist - 

17. Das Maass der Krümmung im Punkte P ist 

18. Die PljEeranKialgielfthang der PioJAction der Krümmungslinien 
«uf die Ebene X F ist 

19. Quadratur und Cubatur desPÜc^en. 
F die FJache, V das Volumen 



dVss d^4y ds s= p^dx dy ssB r^.^inydrdyda 

20. Bei Rotationsflächen, wenn X die UlndnlHingsaxe und y s» f(9) 
die Gleichung der erzengepden Qurve ist 

dFx=s 2y7rd8y dT^i y^ndx 

ff 

D. Xdgelsolinitte. 

a. Parabel. 

1 . Die Ooordihaten des D^ittelpunkts der Krümmung and Krüm- 
mungshalbmesser 

p /, ^ Ax\i 4iV3 



iS9 

wenn N die Normale bis zni J[Axe. Die letzte Foimel gilt ffii alle 
Kegelschnitte. 

f = 3x + -|-, ^-{a*)!:]/! 

2. Die Gleichung der Evolute. 

27p jy« «* 16 (^ — y)' (Neü'sche Parabel) 

3. Der Bogen zur Absclsse x vom Seheitel an gerechnet. 

'S' 



V^hihiMV'-^j 



+ 




Setzt man x = ■— (SinV'> so. ist y «= ~ ©in V 

« = ~(2i/; + ®m2i/^) 
4. Der Mantel des Rotationsparabololds. 

6. Die Ellipse, nebst Bemerkang ftber die elliptisohen Integrale, 

1 . Krummungsmittelpunkt. 

e 
< s — und V' der Winkel/ welchen die.Nemiale mit der ^Axe bildet, 

a 

2. Gleichung der Evolute. 

3. Der Bogen s, wenn x = a sin tp 
ds «= |/<i* cosy* -|- b* sin^* rf<f =s a}/l — «* siny* d(p und 

8 == a I y\ -- 6^ sin (^2 dy 


r = oo 
2 VT 4r+2m 

Wenn A^ » cosy ^ (i)r(i)r + m*«-y » sin« « «» »0 *8t 

r = 

« 1 

— SS A^y-f-il, 8in2y -f^^Aj sin44/'+. . . — A^ sin2m^ + . • • 

Cl rfv 



d90 



-4. Bezeichnet P den ganzen Umfang, so ist 

siehe Tabelle Seite 54. . 

5. Setzt man für ^^-^ = i «8 y *= ^, 
flo hat man angenähert 

6. Oberfläche des Rotationsellipsoids. 
Bei Drehung um die grosse A-^^ 

es 2 6 TT (6 H arc sin « j 

Bei Drehung um die kleine Axe 

0^71 |2p«+y logn \^\ 

..Bemerkung über die elliptischen ^ Integrale, 

1. Das Integral / yT-— T^^in^ dip ist ein specieller Fall der In- 


iegrale jf{x, Ä) d », wenn 'E «s* ^A^ H- A^x^ A^v^ -^A.^^^ '\'Aj^x'^ 

ist. Bezeichnet man y 1 — :€* siny* durch A(€, y) oder auch kürzer 
durch A, so ergeben -sich, nach' der Bezeichnung von Legendre, aus 
dem allgemeinen Integrale : 

j\^Fie,^y, jid*p-'^(,,^); jg-^-^l|^^ = /r(.,,n) 

V 

welche Integrale ellipttsche Ii^tegraJe erster, zweiter und dritter Gat- 
tung genannt werden. € = sin a heisst der Modul, (f die Amplitude, 
n der Parameter. 

/ si n tt) *'* cf fi) 
^ mit P^n so ist, wenn r eine 

positive oder negative ganze Zahl : v . 

(2» - »)P„_4 - (1 +>»K2''-- 2)P,r^ +(2r - l)t» P^^ 

SSI A COS (p sin y- 2'"'" 3 

3. Wenn / ;!- — . .. . * .u , ■ == /J^; eo hat man . 



/ 



(1 *f n sin (p^fl "^' 



1^1 

(t -4- A* 3*2\ *2 

^+-tV) ^,-. -(2' - «^^r-.- 

A sin (p C09 (^ 
""(1 -j-nainyajr-i 

4. Reihen von Gauss zur Berechnung von l ^^dtp, wenn n eine 

beliebige reelle Zahl. 

pi^dtfzzz Kq<p + Ä'i8in2(/)-f iüTj 8in4<^ + ^K^ 8in6<^H 

- 1 

— ^^sin2my + ... 
m 

K^ kann man der Reihe nach gleich il,^^, B^, C„, D^ setzeo, wenn 
^m^COSy ^C")sWs + mtgy 

„ _ 'X7r IV Ws4>m(2*-f2m),8in«»^-^«>^ 
»» ^ ^"~ -^ '- ^ ^^»^km . 

8 = 

6 = 

8 = 00 

7J 8=0 



2 



A»dy==-^/ro 



= yCOS 

n 



i 



a^** / »4 r/8 al2 \ 

.^(l + WJtgy +Cn)Mg2- +(")Jtgy +...) 

= y cos«''»[l-(«i(n)itg«''+(-i)2(n)»tg«^-(-i)3Cn)3tg <,«...] 

= ^ (1 _ i sin«»)» (l -j±lV):M.^ + (- i). (n). 
2 '^ ^ ^ \ (2 cosec«* — 1)2 (2 cosec «^ _ xy 

C- i)a Wo , \ 
(2cosec«2 — 1)6 "''••7 
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e) Hyperbel. 
1) Krümmungsmittelpnnkt. 

2..Kvo.„te:(^f-(5^f-l 

3. Bogen der Hyperbel 

a a 

Bin ^ ^ — , € 



X e 

n 
2 

',2 






9 



E. Curyen höherer Ordnung. 

1 . y2 (a — x) = x^' Cissoide. r ,/ 

2. y (a2 — X2) _. ^3 3. y2 j. a= «2 (a -trf> 

4. 01/2 — - 3j ("qj -j|_ j.^2 

5. x^ +y^ sss3axi/ Descartes'sehe Blatt. 

6. aj/2 _-x3 +(6 — e)x2 ^ &cr«= 

7. (x2 4- y2) (^y _ 5)2 — a2y2 ConcTioide, oder r a= a + 



cosi/r 

8. (x2 + j/2 ^ a2)2 s 4o*x2 ^ 64 Cassinoide. 

9. (x* + !/*)* = a* (a^^ — !/*) Lemnlacate, oder r^a Y cos 2x1/ 

10. a2y2 ==a.2 (52 _ j.2) ^ 

11. a3y = x2(a2 — x2) 

12. a2i/2 asB x^ r2a — x) 

13! (x2 4- y2 ^ 5j.-)2 -s o2 (x2 -f y2) oder r r= a — & C08> 
Fusspnnktscurve des Kreises , a der Radius, der Abstand des 
Pols Tom Mittelpunkt. 

14. o3y2 «x^ (6 + «) 

15. (x2+y2-a»)2(x2+y*) = a*x2 oder r2«=a 2 (1+ cos 1//) 

16. y*x2 » 4a* (2ax — x2) Curve der Maria Agnesl. 

17. lyi 4- x2)3 s= 4a2x2y2 Vierblatt, oder r x=: a sin2i// 

18. (y2 4-x2— ax)2s=sa2(x2+y2)oder rÄa(l-f-cosV); Cardioide. 

F. TnuLioendente Curven. 

1. Logistik: x es a logy 

X 

2. Kettenllnie: x s=s ^^of-r- 
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3. Die SpifiUe d^ Af cbimedes t ^rn. ^ atf/ . 

4. Die hyp6irboll»ehe Spirale: rtpxaa ' 

5. Diepatabolische Spirale:^* ssa^rjj ' 
,6, Di^.logajithmisqhe. Spirale: r s^ ae*^, 

•'7. Diö Ne^ide! oder Spinnlinie: rs=ö+— ?/^ 



nf . y 



8. Die Quadratrix von TscUrnliaos : y s= a sin -rr- \ 

9. Die Quadfatrix des fefnostratus : y ■= V tg i'n-T -sr) 

10. Die Cycloide. Ein Kreis rollt auf einer Geraden, ohne zu 
gleiten. Die Gerade dk HAxe, der aBlfliiigUeti« -Bär6lirungspnnkt des 
Kreises der AnfaiifSiiil»l|t..J>er. Winkel, wM^Wk'^^r Inder Anfangs- 
lage zum Berührungspunkte gezogene Radius beschreibt gleich ^>, 
80 ist 

. . » ss= r ((/) — siay), 1^ «. r(X — eög^;) «3,^^ «n -^ . . 

11. Wlhrend ein F des rollenden' Kreises inKo. 10 die Cyddide 
1)e8chreibt, beschreibt ein Punkt des zugefhorigen Rkditts, ' des^to Ent- 
fernung yfOBf AfittelpTinlsttt,!« is^y 0iae Car^^ inu/o. Gleickaagen . 

xs=-rip\^^ asin^ und y = r -^ Q cosxjp siind.. 
Jenaokdem 'a'<^r .<>der a>>T baissti diese Curve i^ine gedehnte 
oder ^rkürzte Gydoide. 

12. Epicycloide. Dieselbe beschreibt ein Punkt eines Kreises, 
wekher auf der iassetn Seite eines.feateaKreiaea tollt.. 

a der Radius des festen Kreises 
'%'■'' - rollenden Kre ses.' 
Die YAxe ist die Centrale der AixfangslAge. Der WiiE^cel tp hat 
dieselbe Bedeutung wie in No. 10 und y^ ist der Winkel, welchen 
die Centrale beschrieben hat. Es ist 

' .' : ' « = (a -f- ^n sin 1/» — 6 sin (<3^ -^ i//) 

''"'''' •'• y z=s\a + h)cosxp-^h cos ^(f ^ i}f) 
Wenn r der Radiusvector des Punktes l*'(a;, i/), so ist 

; r* pi (a + by -f 62"«. 2 (a + 6) 6 cos y ' 
Für a s= 6 wird die Epicycloide eine Cardioide. 

13) Hypocycloide. Dieselbe beschreibt ein Pniikt, eines Kreises, 
welcher auf der Innern Seite eines festen Kreises ^oUt. 

B^f den Bezeiclinung^n und der J^age des Coordinatensystems wie 
in irfo. 12 ist' 

X SS Ca — 5^ sin 1// ^ — h sin (y — V') , 
y = (a — b) coay; 4" & cos (</> — i//j 
r^ =z(a — by J^r 6* + 2 (a — 6} 6 cpsj^ 



Für a =s 2b ist x aas . und y ss 2 & cos -?- = r 



13 
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14. Die Bemerkung in Vo. 11 g9t «och üe 13 nnd 13. 

15. KreisToWente. Wiekelt sieh ein Kieisbagen von einem Kreiee 
ab, so daM er stete Tangente bleibt, so besehieibt sein Endpunkt 
dic«e Cnrve. 

Der Mittelpunkt des Kreises ist der Anfangspunkt der Goordinaten, 
der Badins nacb dem Aafangitpnnkte des sieh abwickelnden Bogens 
die TAxe nnd tp der Winkel, welcher dem abgewickelten Bogen ent- 
spricht, so ist, wenn a der Badins des Kreises, die Länge des ab- 
gewickelten Bogens gleich atp iind 

X «sa(sin^ — «pcos^), y ss a (co&fp -{^ gi sinfp) 
r« « a^ (1 -I- 9«) 

WlüD'MheiKlIcUeitsreekBVW« 

A. WntowaHrinBiflikeit IMs CMadM. 

(ayriDri). 

1. Sind nnter n gleich möglichen Fallen a dem Eintreffen eines 

a 
Ereignisses gflnstig, so- hefsst der Quotient w^^ — die absolnte 

n 

W4bx$chieinUehk^t dieses EreignilssM; tii| =* X -^w heisst-die entge» 

geagOBetzte Wahx^obeinlichkei&t. .^,. . 

2. Wenn die abfluten WahmheiMickkeflen' ^ ^Ereignisse B^^ 
E^, E^.. , gleich iTj, tTj, tPg . . . sind und tOj ^"t^-f-^3 . . . =« 1 
ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit f&j das g^eicbzeitige Eintreffen 
einzelner dieser Ereignisse gleich der Summe' ihrelr' •absolnten Wahr- 
scheinUchkeiten. 

3. Relative WahrschetoUfehkeit. Die WahrscheitilichfcMt, dass £, 

•' •■ ' tp, '■ ' • ■ 

eintreffe und nicht ,£«,Jst tp ==» -^ — -^ .und die Wahrscheinlich- 

kelt, dass ^j und'Ej eintrafen und nÜjht'Fj, ist ' 

tl, s- i-*! — --i — r- etc. 1 . {•. s ' . ; 

4. Wenn w^y w^, tr^ . .*. die ab^olnten Wal^rschei|ilichkelten der 
Ereignisse J?,, E^^ ^s--; siBd, so ist^ie Wahrsciteinlichkeit für 
das gleichzeitige Eintreten dieser Ereignisse tr = w.^ u?^ tp, ..... 

5. Sind für ein ilreigniss die_Wi^rscheinlichkeiten bei verschie- 
denen Voraussetzungen v^^ t},, Vs . . « iind Ist die Wfihrscheinlichkeit 
des Ereignisses in Jeder dieserVoraussetzungen der Reihe nach, tO|, 
^2) ^3) so ist di6 Wahrgöhelnlichkelt fSr da& Einfteffen dieses Er- 
eignisses w s= üj tPj -f-' Vj tPj -f- "OstOa • . . 

6.' Sind a und/9 die Wahrscheinlichkeiten Zweier Ereignisse A und B, 
dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass A n.mal und J3 m mal' in be- 
stimmter Reihenfolge eintreteti, 

Ist die Reihenft^lge eine beliebige, so Tst 

nl m! '^ 
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7. Ist « -{- /? s 1 und n -^ m ss^ ff so stellt die Entwickelang 
von (fif ri-^)r^dßr Beihß nach die Wahisclieinliclü^eiten für das Ein- 
treffen von { ■ • 

A rmal 

A r — 1 mal nnd B ' 1 riral 

A r — 2 mal und, B 2 mal 



I t< 



^ 1 mal und B r — 1 ma^ 

B rmal dar. 



8. Die Wahrscheiftltclikeit,'" dass bei t n^aligeip WiederhQluog der 
Ereignisse A und\ß in Na,,7 'A yrenlgstens einjpa^l je^ifltritt ist l,—?. ^^ 
Soll diese Wahrspheinlichkeit gleich y sein, sp ^uss 






B. Wahrscheinlichkeit am Beobachtungen. 



',1 



(a posteriori) 



Die Wahrscheinlichkeiten der Voraussetzungen verbalten sich wie 
die Wahrscheinlichkeiten, welche die beobachteten Ereignisse selbst 
nach jeder von den Yorausfietzungen. hatten. . Sind w-^^'w^j.uj^ die 
Wahrscheinlichkeiten der nach den beobachteten Erfolgen möglichen 
Voraussetzungen, v^^ t?2^ Vj» . . 4ie Wahrsehein^icWieiten dejB beob- 
achteten Erfolges naefa denselben, so ist 

C. ' M^bod^ ier UeinBt«a.ftna<bnN(e. ' 

1. Bezeichnet </)^*^ die HSnfl^6?it deä'Fiehlers A; kcriii 

h — Ä2j^2 I - - ^ 
y /"A'v ^* ^ I 

2. Die Wahrscheinlichke&i'des Fe(hleni A ist • ' >• < ^' 

v«9j-^jdA-=-^e (JA 

3. Die Wahrscheinlichkeit des Fehlers Null Verhält sfich zu der 
des Fehlers A wie i . 

4- .... 

4. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Beobiacli.^ungsiehler zwischen, 
den Grenzen — A und + A l^gt, ist , . * 

■ ■ A ; ' .A^ ■ ./;■ ' 

h /»_Ä«A2 .. ' 2h ir-Ä'A2,. ^ ' 
y} s-E — -— - 1 e dA = —:=z le a A oder aufth 



— A. 0' 
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t 



1 



5. Wenn bei einer andern Beobaclitüng 



w ass -— : je dt, wenn hA =* t (Tabelle Seite 29) 
y ?r J 



Wj 



«lÄ^A""*'l^?dAi ist, 80 ist 



w = ^D^ wenn A A f= Ai ti| 
Ist h'issnh^J so wird nA &= Aj, d. h, bei der zweiten Beobach- 
tongsreihe bat der Fehler nA dieselbe Wahrscheinlichkeit wie der 
Fehler A im ersten Falle. Die Gonstante h heisst das Maass der 
Präcision der Beobachtungen. 

6. Den Fehler , für welchen t» «v ^ ist , nennt man den wahr- 
scheinlichen Fehler; derselbe sei r, so ist, wenn ans 

Q 

-—• je dt^i, Q^ 0,47694 



gefanden worden, wegen kr sat Oyt^sä ^ 

h 

7. Ans i^^ und A = — folgt A «= r Di^ Tabelle auf 

A A Q 

i 
Seite 29 mit dem Argument '— giebt die- Wahrscheinlichkeit, dass 

t 

der Fehler A die Grosse — • r nicht überschreite. 

8. Die Wahrädkejnlkhk^, dass die~ Fehler Ap A, • . . A„ bei einer 
Beobachtnngsreihe eingetreten sind, ist 

w=Är«-** '^^•* -•- ^»* '•• V) 

Haben die Fehler wirklich stattgefunden , so ist dasjenige h das 
wahrscheinlichste, für welches W ein Maximum ist. Setzt man 

A'.« + V...v . 

n 

so ist für diesen Fall 

also r = 0,47694 |/2* • £ == 0,67449 € 
€ wird der mittlere Fehler genannt. 

9. Wenn h constant, dann wird W ein Maximuto, wenn 

ZA^^Aj^+Aa» ...A„* 
ein Minimum ist. 

10. Hat man verschiedene Beobachtnngsreihen, soVmuss 
2-Ä* A* ^ Äi«A,2 4- A^2^^» . . . V V ■ 
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ein Minimum werden, wenn W ein Maximmn sein soU. um diesen 
Fall auf 9. zcurück ra fahien, setzt man ■ • • 

■fcT "" ^i» "TF =* ^2 • • •> ^1» Fa • • • ^1» «anze Zahlen 
und erhält alpdann 

9 11 9i'-'Sf'n ^^^^ ^^o. die Gewichte der BeobacbtnngSKihen. -i- 
11. Soll durch directe Messung eine Grösse « bestiinrnfwerd^ 
und sind aj, ä^ . . . a„ die erhaltenen' Wefthey dann sind A|, Aj • •- A^ 
der Beihe nach •/.':! • < .-• 

X — Oj, X — 02 . . .aJ — fl« ' ' ' • 

Es wird hl* (x — a,)» 4. Äj» («-^aj)* . . . . V* («^-^o»)* ein Mini- 
mum, wenn ) > t ii / 

wenn y^, gj . . . die Gewichte sind. 
Für Äj ÄS Äj a= . . . Ä^ wird 

«1 + Qg • ' «n 

n ■ , • . • ■ '. •-• 

das arithmetische Mittel aus den beobachteten Grössen. 
Das Maass der PrIusiBion ist . - • ■ ■ 

und der wahrscheinliche Fehler von x 



•t- .1 



« = -7^ 

]/I»« 






Bei Beobachtungen von gleicher Güte 

Ferner kann man 1 gegen 1 ^etten^ dass ,JB zunschen 

12. (fj, (f 2 • • • <^n ^^ a^B ^^^ arithmetischen M^^tel sich ergeben- 
den A, so ist der wahrschelnJichBte W.QrtV ifüx den mittlfem fehj^r i 
gegeben durch 



€ = 



13. Wenn n sehr gross, dann irhüjlt man, wenn auch nicht genau, 
doch sehr bequem den wahrscheinlichen Fehler B in folgender Weise. 
Man ordne die sämmtllchen Fehler der Grösse nach, ohneiiBneltoicht 
auf ihr Vorzeichen zu nehmen, daim ist, wenn n ungerade, der mit- 
telste Fehler, und wenn n gerade, das Mittel det beiden mittelsten 
Fehler angenähert gleich B, '■ Man kann 1 geg^n 1 wetten , dass 

i> • V i> li 0,7867\ ^ ^ L . 0,7867\. . 
B zwischen B il ' 1 unjl B il -^ *..^ 1 fliege; 

\ yn /- ' \ -yn I 



1«8 

14. Ist u eine Function vcm Pi,^ Pt- **Pnf «oisri,' vreim tfj, 

€2'-'^n l^euie Aenderungen -von P} , P2'--Pn sind und £ die 

entsprechende Aendernng von u ist: 

'^ ' Üu du du du 

£ « ;r-- «1 +T--e2 . . . T— «n» oder wenn -7— = /« ist 
rtPi dpa dp„ apa 

Sind .«{,' «2«. M«!^ FeUex an p^^ p^.^.p^^ so iat E der ent- 
tpreobemie Fciikr an .11. :. ' 

. BiQun% JS^ t^.£i? e^^^%2^X^kß€f^^ß und da e« an4 «/t aowohl 
positiv als negativ sein können, so ist der mittlere FehJer itf fege* 
ben durch : 

'^ • ^il.> sss^lSm') wenn mi/ms-«*'* die mittlem W«rthe 
von «(, e, . .. sind. 

Bezeichi&n Bj r^^ ^21 Ti»** ^ wahrseheinUchen Fehler von u 
und «1, y?«». .'"." so.lst aiich 

Wenn r j = fg = rj so is t: 

15. Wenn x = «j pj -j- «2?« + • • • ^nPn 

V==^ ßf'Pi^'^ßz'Pi '*•"" ßn'Pn 



' • i . 



Bezeichnen £^, Ry, R^ , . .' di^ w{ihT^cf]^e}nllchen Fehler von 
X, y, 2 ... so ist: 

B, = y^'ftär»; Äy = y Z/J* r* r Ä« = >/Iyi^ und 



wenn 



^i — ''2 ^^ •'s • 



16. Für das arithmetische M^tt^l ist: , 

«2'p » \ 1 

X = -^', also '«1 sa= «Tj 'i*=^^ feg =£ : .SÄ — mithin 

n j n 



n. Föt « In No. 1 1 ' ist nach No. 6 









«« 
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18. H»t A die Form a« 4- 6y 4- «*• • »-^ l>. in w^ImbI' Aus- 
druck die m Unbekunten x, y, s zu bestinuaen sind, wobei m<^n 
«0 ist •....• 

.^^2 = ajX -f. ft^y +,y5 -f. . . . — Pa »/" 

Die Bedinguiig, dass ^A' für die vahrsoheinliclisten Werthe von 
jp^ y. s . . : 4$in ^Biinimum ^ia mus^f^giebt 

x^a' + y^a& + z^ac . . . = ^ap 

' x2'a&4-y2'6* -f «2*60 . . . = ^rftp 

^ x.'2ac -j- y2'&c -j- e^c* . . . = £ep 



' j 



»k. 



Hieraus ergeben sieh für die Unbekannten Ausdrücke von der 
Form 

X =as A\ 2ap + B, Shp 4- C^ Xcj? • • • . -r 

Haben <f, , <f5 . . . <f„ die frühere Bedeutung, so isjk der wahr- 
scheinlichste Werth yon € gegeben durch 



m 



m 
wodurch auch r bestimmt ist. 

Die wahrscheinlichsten Werthe der wahrscheinlichen Fehler von 
X, y, s . . . sind 

B^«rVTi, 5y=:ry^, R^^rYcl ... 

Die entsprechenden PrSclsionen 

Multiplidrt man «, r, B^, Äy, Ä^. . ., /T^, H^j -H, . . . mit ± -4= 
80 erhält man die wahrscheinliche Unsicherheit dieser Grössen. 

360® 

19. Ist Ä « und 

n 

y» =" «0 •+• Pt **»(^i + **) + Pi ™C^2 H- 2«a;) 
-|-PjSin(t;3 4- 3«x)4- . . ., 

80 kann man aus den n durch Beobachtung gefunden Werthen 
Voi Vit Vii Vz ' ' ' Vn^i ™i* Hülfe der Methode der kleinsten 
Quadrate die Konstanten czo^ Pi« ^n Psi ^s * • • hestimmen. 
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1 



Setzt man: p^ sinvj ts&a^ ; p, siBv, «= a,,' so sind 

die wafaTscheinlichBten Werthe dieser Konstanten gegeben dn^ch: 
fissn—i K*=-«— 1 ~ -*-/*=sn— i 

«8 =^-^-^!/ii. COS 3^». 6.3 =5= Y ^y^ sin 3i<« 
A* = n— 1 lAsz/t — X .,. ., 

Es ist ^v^^v^'^y'^^^*"^*»*"^**'^«*"*'^**"^***"^ 

/*=0 /* = ' . . . / 

Man bestimmt so viele Konstanten, daas die Summe der Felder» 
qnadrate hinreichend klein wird. ' ' 



^ai 



. > • 



Iffaasse und Gewichte» 



Deutsches Maass und Gewicht. 

A. Längenmaasse. Einheit: 1 Metei odei Stabes 

0,265516 Pr. Ruthen » 3,186199 Pr. Fnss = 38,234399 Fr. ZolL 

0,01 Meter heisst ein Gentimeter oder Neuzoll. 
0,001 n n n Millimeter „ Strich. 

10 „ heissen ein Dekameter oder Kette. 
1000 „ „ „ Kilometer. 

1 Meile » 7500 Meter «=: 1991,3745 Pr. Ruthen ^ 0,995687 Pr. MeUen. 

NäheruDgswerthe : 2 Meter » 3 Pr. EUen » 76,5 Pr. Zoll. 

43 „ »137 Pr. Fu88. 
58 Kilometer » 7,7 Pr. Meilen. 

B. Flachenmaasse. Die Einheit : 1 Quadratmeter oder Quadratstab 

» 10,151867234 Pr. Quadratfuss. 

100 Quadratmeter heissen das Ar &= 7,0492133 Pr. Quadratruthen. 
10000 „ jy „ Hektor « 3,9162296 Pr. Morgen. 

Näherungswerthe : 32 Quadratmeter ss 335 Pr. Quadratfuss, 

20 Ar SS 141 Pr. Quadratruthen, 

12 Hektar ss 47 Pr. Morgen, oder näher ^ 

191 Hektar a 748 Pr. Morgen. 

C. Körpermaass. Die Einheit: 0,001 Kubikmeter heisst Liter oder 

Kanne « 55,89367 Pr. KubikzoU b 0,873339 Pr. Quart. 

Das halbe Liter heisst ein Schoppen. 

100 Liter ss 1 Hektoliter oder Fass » 3,23459 Pr. Kubikfuss « 
1,819455 Pr. Scheffel «: 29,11129 Pr. Motzen. 

50 Liter sind ein Scheffel ss 0,909727 Pr. Scheffel. 

Näherungswerthe: 26 Kubikmeter ss 841 Kubikfuss. 
72 Hektoliter = 131 Pr. Scheffel zu 3072 KubikzoU. 
450 Liter = 131 Pr. Motzen zu 192 KubikzoU. 
71 Liter = 62 Pr. Quart zu 64 KubikzoU. 
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D. Gewichte. Die Einheit : 1 Küogramm = 2 Pr. Pfund. 

1 Kilogr. ist das Gewicht eines Liters destiliiiten Wassers bei -f~ ^^ ^ 
1 Kilogramm ss 1000 Gramm. 
0,1 Gramm == 1 Decigramm. 
0,01 Gramm = 1 Centigramm. 
0,001 Gramm = 1 Milligramm. 

50 Ki\pj|ramm =»^^09 Pfund heissen ßin Centner, 
1000 fält^flitoÄ^'20W)^^l»fund''Äässeft eine Tonne.. 
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6« Y«rgleichniig yergehiedener Bntheiiy 



Preussen 


Frankreich 


England 


Baiern -_ 


Sachsen 


1 Ruthe=12' 


1 Decameter 
= 10M. 


AlteToiM 


IPole = WW 


1 
1 Ituthe = 10' 


iBvUlieslöi/«' 


1 


0,3766 


1,9324 


■ 0,7489 


1,2904 


0,S769 



7« Quadrat- 
1 1 0,14185 I ^,73402 | 0;56083 | 1,^6521 f 0,76892 

8. Cnbik- 

1 I 0,05342 I 7,211^47 | .-0,42000 i 2,14884 | 0,67425 

9. Yergleiehniig tob 



Preijßsen 

Morgen 
180 □». 



' Frankreich 

Hectare 
100 n Dficam. 



Englaitd. 

Acre 

leoDR. 



- Baiern .. 

.Taeewerk 
4000 R. 



Sachsen 

Acker 
aOOQR. 



Braunr 
- schweig 

Fel^moreen 
120 QR. 



^,25^32 i 0,63Q9g, 



AJ4935, 



0,46133r l 1,02064 
10, Yergleiehimg 



Preussen 
Dänemark 

1 Meile = 
:d4000' 



Frankreich 



Myriameter 
10000 Mtr. 



Sogland* 

Meile 
5280' 



Buchsen* 

Meile 
32000' 



Braun.- 
jschweig 

Meile 
20000' 



Baden 

HeU« 
29629,63' 



0,75325 



4^68055^ 



-0,83121 



lf0152f 



0,84740 



11. Httssigieits. 



Prenssen 

Quart 
64c" 



Frankreich 

Litre 
. 0,001cm 



England' 

GaHon 
2T7,274ß" 



Balem ' 

MaaMkanne 
0,043c' 



Sachsen 

Dresd. Kanne 
4'^ßl3c" pj^r. 



Braan- 
s^hiPeig 

Quartier 
521 lue" prss. 



1 



1,14503 



0,25202- 



1,-07110 



1,'22Ä2; 
12. 



1,222^ 

Getreide- 



3C 



Preussen 



QcheiTel 
8072c" 



Frankreich 



Hectolitre 
100 Litres 



BnglanI' 

Bushel 
8 Ballons - 



BaierD .' . 

' 8she£bl : 
206MassKann. 



Sachsefn' 

' ■ I 

. j 

Dresd. S$hffl. 
7900c" . 



Braunr 

schweig 

-1 - 

Hunien^ 
l^iac". 



* . 



0,54962 



1,51211 



10,24718 



0,52935 



1,76471 
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Slafter mit der pi'enssischen Bnthe. 



Braunschweig 
1 Butbe 3 16' 



Wtirtemberg 



1 Rutbe =: 10' 



S5=|= 



Badea und 
Schweiz 

1 Buthe = 10' 



' Oestrelch 
1 Klafter s 6' 



Russland 
1 Sashen s 7' 



1,3146 

j 



. 0,8249 

rntheii ete. 

0,68043 I 1,72821 

mthen ete, 

0,56127 I 2,27193 

Feldmaiisseii« 



1,2554 



1,57607 



1,9857 



1,7652 



3,94807 { 8,11606 



1,97861 I 7^82983 l] 5,50059 . ,' 



Würtemberg 

lUorgen 

384aft. 



Baden 
Schweiz 

Horgen, Jaehart 
400 DE. 



Schweden • 

' Tdnnen Land 

560000' 
l'30,3969Htr. 



Oestreieb 

Wiener Jofeh 

leOOQKlftr, 



Rnsslaad 

Desjätine 

2400DSaaben 



0,81010 

Ton Melleii, 



0,70923 



p, 51 722 



0,44360 



0,23370 



Schweiz 



Neue Wef atunde 
16000' 



. Geograph. 
Meüe 

15 auf 1 Ora4 



Oestrelch 

Meile 
24000' 



Russland 

Werst 
3500'j 



England und 

Frankrerch 

Seemeile 

aO auf 1 Grad 



1,-56927 

maasse« 



1,01514 



0,99286 



7,(H)095 



1,35352 



.*»t. 



Würtemtierg 

H«lleiehinaaM 
78«|ic" 



li. n. 



txs 





Russland 

8toof 
•Töc" .• 



■') ' II 



0,80913 [ 0,93170 



M2380 



]iifta«se« 



*ä: 



Baden 
Schweiz 

Halter 
lOOMaaas 



^Ss^ 



Hesseii 



Malte« 
128 Litres 



Wüitdmberg 

Scheffel 
7B37C" 



Oestrelch 

Wiener Mts. 
l,W?lc' 



Russlahd 

Taclietwerik 
1600c" 



0,42939 



0,31012 



0,86641 



0,89362 



2,09634 
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210 9£Hiiasen. 

1. Terglelobs-WUinu^ii. 

FrensGlaclie odei Thdei-WUuang : ^ 30 tbiler ^ I Pfnod fein Silber. 

Oealreichltche Wibrung: ' 45 GDlden= i „ „ „ 

Süddeutsche Wahcniig ; 52^ Quid, = 1 „ , „ 

i Ttuler PieuBB. =i 6 Onlden Oestr, = 7 Ouldeo Südd, 

2. MQiutabeUe. (N>ch Nelkenbrecber» THchenbacbe.) 



oder 10 Pf 

Oestrelch. I Oulden = 100 Eremet . 
Sfld-llentschluid. 1 Gulden = 60 Kr. 

i i Heller 

Aeyn>l«n« 1 Pimtei (Getah] = 4üP«ra 
Belgien. Siehe FrukTeich, 

Bremen. 1 Ooldtbaler »> 72 Qroote ü 

5 Schw»ren 

DKnemwk. 1 Rigathi]ei=6H»kh5Pr. 

Engrtand, 1 Pfand Sterling = 20 Schil- 
ling k 12 Fence 

68,2844 t'Cd. St. « 1 Pfd. fsin Qo\d. 
Wenn 1 Pfd. Gold gleich 460 Thder, 

d»iin igt 1 Pfd. Sl 

1 Schilling Sterling 

Franbreleb. j Frank £> lOO Centimen 

OrieehenUad. 1 Drachme = lOO Lepta 

Hamburg. 1 Mark Connnt = 16 Schil- 
ling i. 12 Pfennige 

Italieil. 1 Lira i 100 CentiSBiml . . . 

Lflbeck. 1 Mark = 16 Schilling k 12Pf. 
1 Speeieethaler e> 40 Schilling l 12 Pf. 

Meeklenbnrgr. tThlr. = 48 Schill. kt2Pr. 

iriederlande, l Gulden = lOO Cenca . 

Sordamerlta. 1 DoUsr = 100 Cents . 

Xonregen.. 1 Specieatbaler = 120 Schill. 

Polen. 1 Cnlden = 15 Kopeken. . . 

Portagal. 1 Caroa » 1000 Reis . . . 

Born, 1 Scndo =r: tO Pioli k 10 Bajoccbi 

Bnsslaad. 1 Rabel = 100 Kopeken . 

Sohneden. 1 ReEchsthaler = 100 Oeie 

Schweiz. 1 Frank » 1 00 Rapp. od. Cent. 

Spanien. 1 Dan =i 20 Realen . 

Sndameriba. l Piaster = 8 Reilea k 10 
Decimo. . ^ ■ 

Türkei. 1 Piistei (GeiBh) E 40 Paia . 



1 


_ 


1 


W 


1 45 


— 


20 


1 




1 10 


_ 


17,1812 


_ 


85,906 


, _ 


- 


2,062 


- 


IMl - 


- 7,211 1 


1 


1,132 


1 


55,66 


1 48,962 


" 


22,7535 


' 


13,768 


1 19,637 


6 


22,095 


10 


5;47ä 1 


1 47,33 




9,4158 




47.079 - 


- 32,955 




S,l 




40,5 - 


- 28,35 


— 


7,2527 


— 


36,264 - 


- 25,384 


_ 


12,3806 


_ 


61,903 - 


- 43,332 




8.1 




40,5 - 


- 28,35 




12,3806 




61,903 - 


- 43,332 


1 


16,7711 


2 


33,855 


3 43,609 


1 


0.067 


I 


50,336 


1 15,235 




17,01 




85,05 - 


-- 59,535 


' 1 


13,3015 


2 


W,508 


2 31,555 


1 


15,607 


2 


27,535 


2 39,275 




4,8589 




24,295 - 


- 17,006 




16,8615 


2 


44,307 


2 51,015 




13,5748 


2 


17,874 


2 32,512 




2,393 


1 


61,965 


53,376 




11,4753 




57,376 - 


-40,163 




9,1 




40,5 - 


- 28,35 


1 


12,0627 


2 


10,313 


2 27,219 


1 


13,713 


2 


18,565 


2 32,995 


— 


1,T95B 




8,979 - 


- 6,285 



F t;.IOiH-iA,*l 



Berichtigungen. 



Seite 35 Zeile 5 v. o. Colonne 3. die letzten Stellen 2210 st. 2110 
» 59 neben 63 unter 3. 18,9 st. 08,9 
» 81 No. 9. af + 6? H- cf st. af -j- 6f c'{ . 
» 86 » 10. 2, 4,6,8 . . . St. 2,4,8 ... . 

» 91 » 22. «rc (£o« -?^^^ 8t. «rc Co« ^^^ ■ 

2y 2 

cos a cos « 

» 105 » 4. = St. 



yi — cos *a "j/l — sin *« 

»126 Zeile 9 v. u. im letzten Oliede fehlt tt . 
>» 145 » 4 V. 0. sin '^(r, r^) = st. = . 

» 180 No. 9. Vo 8* y® 

» 187 » 5. n* st. rij 

»192 »13. Hinter Radiufl fehlt h. 

»194 » 15. Kreisevolvente st. Kreis vol vente . 



Bemerkung. 

In der Integralrechnung sind die Potenzen von sinus , cosinus etc. 

durch sin x^j cos xP etc. bezeichnet. 



